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✲▼♦s ❉❡❢ ✭▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✮✳
▲✬✉s❛❣❡ ❡①✐❣❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❡①♣r✐♠❡r s❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ❧✬é❣❛r❞ ❞❡ s♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r
❞❡ t❤ès❡✳ ❈❡tt❡ tr❛❞✐t✐♦♥ ❜✐❡♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥♥❡r ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ q✉❡ ❥❡ ♠❡ s❡♥s ✉♥
♣❡✉ ♦❜❧✐❣é ❞❡ t❡ ❞✐r❡ ♠❡r❝✐✱ ❋ré❞ér✐❝✱ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❡♥❝❛❞ré q✉❛tr❡ ❛♥♥é❡s ❞✉r❛♥t✳ ■❧ ♥✬❡♥ ❡st
r✐❡♥ ❡t✱ ❜✐❡♥ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❥❡ s❛✐s✐s ❝❡tt❡ r❛r❡ ♦❝❝❛s✐♦♥ ♣♦✉r t❡ r❡♠❡r❝✐❡r ❞✉ ❢♦♥❞ ❞✉ ❝♦❡✉r✳
▼❡r❝✐ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r s✉♣♣♦rté ♠❛❧❣ré ♠❡s ❡✛r♦②❛❜❧❡s ❧❛❝✉♥❡s ❡t ❢❛✐❜❧❡ss❡s✱ ❡t ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t
♣❛rt❛❣❡r t♦♥ ❡♥t❤♦✉s✐❛s♠❡ ❡t t❛ ✈✐s✐♦♥ s✐ ❝❧❛✐r❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❇✐❡♥
s♦✉✈❡♥t✱ ❧✬❡s♣r✐t ❧♦✉r❞ ❡t ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❥❡ ❞✐s❝✉t❛✐s q✉❡❧q✉❡s ✐♥st❛♥ts ❛✈❡❝ t♦✐ ♣♦✉r s♦✉❞❛✐♥
r❡♣r❡♥❞r❡ ❣♦ût à ❝❡tt❡ q✉êt❡ ❛❜s✉r❞❡ q✉✬❡st ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ✭❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
q✉✐ ♣❧✉s ❡st✮✳ ❈❡ q✉✐ ♠❡ s❡♠❜❧❛✐t ✈❛✐♥ ✉♥ ✐♥st❛♥t ♣❧✉s tôt ♠✬❛♣♣❛r❛✐ss❛✐t ❛❧♦rs ❜❡❛✉ ❡t
❞✐❣♥❡ ❞❡ t♦✉s ♥♦s ❡✛♦rts✳ ◗✉♦✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❛❞✈✐❡♥♥❡ ❞❡ ♠♦✐✱ t❛ ❝✉r✐♦s✐té ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t ❧❛ r✐❣✉❡✉r
❞❡ t❛ ♣❡♥sé❡ s❡r♦♥t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ♠❛ ✈✐❡ ❢✉t✉r❡✳ ❏❡ ♠❡s✉r❡ ❜✐❡♥ ❧❡s s♦✉❝✐s
❡t q✉❡ ❥❡ t✬❛✐ ❝❛✉sé ❡t t❡ ❝❛✉s❡ ❡♥❝♦r❡ ✿ à ❧✬❤❡✉r❡ ♦✉ ❥✬é❝r✐s ❝❡s ❧✐❣♥❡s t✉ tr❡♠❜❧❡ ❡♥ s✐❧❡♥❝❡
❞❛♥s t♦♥ ❜✉r❡❛✉ ❝r❛✐❣♥❛♥t q✉❡ ♠❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ s♦✐t ✉♥ ❡✛r♦②❛❜❧❡ ✜❛s❝♦ t❡ ♣❧♦♥❣❡❛♥t ♣♦✉r
❧✬ét❡r♥✐té ❞❛♥s ❧❡s ♠é❛♥❞r❡s ❞❡ ❧❛ ❤♦♥t❡✳
❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❋r❛♥ç♦✐s❡ ▼❛rt✐♥ q✉✐ ❛ ❜✐❡♥ ✈♦✉❧✉ ✐♠♣r✐♠❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❛♥s ❞❡s
❞é❧❛✐s r✐❞✐❝✉❧❡♠❡♥t ❜r❡❢s✳ ❈❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t ❞❡ ♣❛✐rs ❛✈❡❝ ♠❡s ♣❧✉s ♣❧❛t❡s ❡①❝✉s❡s✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❧❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧✬✐♥st✐t✉t ❛ t♦✉❥♦✉rs été très ❛❣ré❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ♠♦✐✳ ❯♥
❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ❡✉①✳
▲❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ♣❡✉♣❧é ✭❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣❡rs♦♥✲
♥❛❧✐tés ✑❡①♦t✐q✉❡s✑✮ ❞✬❡s♣r✐ts ✈✐❢s ❡t ♣✉✐ss❛♥ts ❡t ❝✬❡st ✉♥ ❣r❛♥❞ ❤♦♥♥❡✉r ♣♦✉r ♠♦✐ q✉❡ ❞❡
t❡❧s ♣❡rs♦♥♥❡s ✜❣✉r❡♥t ❞❛♥s ♠♦♥ ❥✉r②✳ ❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❍❛♥s✲❍❡♥r✐❦
❘✉❣❤ ❡t ❙té♣❤❛♥❡ ◆♦♥♥❡♥♠❛❝❤❡r q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧✐r❡ ❡t r❛♣♣♦rt❡r
❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❏❡ s✉✐s t♦✉❝❤é ❞❡ ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧s ♦♥t ♠❛♥✐❢❡sté ♣♦✉r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❛✉ tr❛✈❡rs
❞❡ ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡t ♣❡rt✐♥❡♥t❡s r❡♠❛rq✉❡s✳ ❊♥✜♥ ❏❡ s✉✐s très ❤♦♥♦ré ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡
❏♦❤❛♥♥❡s ❙❥östr❛♥❞ ❡t ❉✐❡tr✐❝❤ ❍ä❢♥❡r q✉✐ ❝♦♠♣❧èt❡♥t ♠♦♥ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡✳ ▲❡✉r ♣rés❡♥❝❡
s✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❜✐❡♥ sûr ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❛♣♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❝❛r ❥❡ s❛✐s q✉✬✐❧s ♥❡ ❧❛✐ss❡r♦♥t r✐❡♥
♣❛ss❡r✳
■❧ ♠❡ r❡st❡ ♠♦✐♥s ❞✬✉♥❡ ❤❡✉r❡ ♣♦✉r ✜♥✐r ❞✬é❝r✐r❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ q✉✐ ♣♦✉rt❛♥t ❡st ❧❛
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ t♦✉t❡s✳ ❙❝❤♦♦té ❛✉ ✢✉① ❞✬❛❞ré♥❛❧✐♥❡ q✉✐ ♠❡ tr❛✈❡rs❡ ❧❡s ✈❡✐♥❡s ❞❡♣✉✐s
✸
✹q✉❡❧q✉❡s ❥♦✉rs✱ ❥❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞❛♥s ♠❛ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ② r❡tr♦✉✈❡r t♦✉s ❝❡✉① ❡t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❢♦♥t
q✉❡ ❧❛ ✈✐❡ ❡st s✐ ❝❤♦✉❡tt❡✳ ❏✬❛✐ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❛♠✐s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧s ❡t q✉✐ s♦♥t ❝❤❛❝✉♥
à ❧❡✉r ♠❛♥✐èr❡ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ♠❛ r♦✉t❡ ✈❡rs ❧❡ ♥✐r✈❛♥❛ ✶✳ ❏❡ ♠✬❡✛♦r❝❡ ❞✬êtr❡
❞✐❣♥❡ ❞❡ ❝❡s ❜r❛✈❡s t②♣❡s✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡s ♠❛t❤❡✉①✱ ❝✬❡st ❢♦✉ ❝❡ q✉❡ ❝❡s ❥❡✉♥❡s ❣❡♥s
s♦♥t ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts ✿ ❏✉❧✐❡♥ ✭❑♦❥✉✮✱ ▼❛t❤✐❡✉✱ ❆❧✐①✱ ❚❤♦♠❛s✱ ❇❛s❤❛r✱ ▼❛①✱ ❆r✐❛❞♥❛ ❡t ♠ê♠❡
❙✐♠♦♥✱ r❡s♣❡❝t ♠❛ ♥✐❣❣❛③✳ ▼❡r❝✐ ❚♦❜✐❛s ♣♦✉r t♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❛ss✐❞✉✳ ❏❡ t❡ ❞♦✐s é♥♦r♠é♠❡♥t✳
❍✐❜❛ ❡t ❑❡✈✐♥ ♠❡s ❝♦✲❜✉r❡❛✉ q✉❡❧ ❝♦♥tr❛st❡ ❡♥tr❡ ✈♦✉s ❞❡✉① ✦ ❍✐❜❛ ✿ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬❛✈❡❝ t♦✐
q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉ ❞❡s ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥s s✐ étr❛♥❣❡s s✉r ❧✬■s❧❛♠ ❡t ❧❡ ▲✐❜❛♥✳ ❑❡✈✐♥ ✿ ❜♦♥♥❡ ❝❤❛♥❝❡ à
t♦✐ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❝✬❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ t❡ ❝r♦✐s❡r✳ ▼❡r❝✐ ❛✉ ❞❡r♥✐❡r ✈❡♥✉ ❙✐♠♦♥✱ q✉❡
❥✬❡♠♣ê❝❤❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡♥ ❧✉✐ ♣♦s❛♥t ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❡t ❞✬♦rt❤♦❣r❛♣❤❡ ✷✳
❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣♦✉r ♠♦✐ ❥❡ ❝♦♥♥❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s ❣❡♥s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ♥♦r♠❛✉① q✉✐ ♣❡♥s❡♥t
q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♠❛t❤s ♥✬❡st q✉✬✉♥ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧✬❛✐r ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❡t q✉✐ ♣ré❢èr❡♥t
❛❧❧❡r ❣r✐♠♣❡r ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ s❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ têt❡✳ ◗✉❡ s❡r❛✐s✲❥❡ s❛♥s ❝❡s ❛♠✐s✲❧à ❄ ◗✉❡♥t✐♥✱
❚❤✐❜❛✉❧t✱ ❙②❧✈❛✐♥✭s✮✱ ❇❡♥✱ ❏❡r❡♠✱ ❘✐❝♦✉✱ P✐❡rr❡✲❏❡❛♥♥♦t✱ ❚❤♦♠❛s✱ ♠♦♥ ❢rèr❡ s♣✐r✐t✉❡❧
❏✉❛♥✐t♦✱ ❘❛❝❤❡❧✱ ▼❛r✐♦♥✳✳✳ ❛❤ ✦ ♠❡s ❢rèr❡s ❥❡ ✈♦✉s ❛✐♠❡ t♦✉s ❡t t♦✉t❡s ✦ ▼❛✐s ❥✬❡♥ ♦✉❜❧✐❡
t❡❧❧❡♠❡♥t✳✳✳
❊♥✜♥ ✐❧ ② ❝❡✉① q✉✐ ♠❡ s✉♣♣♦rt❡♥t ✈r❛✐♠❡♥t ❞❡♣✉✐s ✭tr♦♣✮ ❧♦♥❣t❡♠♣s✳ P❛♣❛ ❡t ▼❛✲
♠❛♥ ✈♦✉s ❢❛✐t❡s t❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ♠♦✐ s❛♥s q✉❡ ❥❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♠♦✐♥❞r❡ ❣r❛t✐t✉❞❡✳ ❆✉ ♠♦✐♥s
❝❡tt❡ t❤ès❡ s❡r✈✐r❛ à ❝❡❧❛✱ ❥❡ ✈♦✉s ❧❡ ❞✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s ✿ ✈♦✉s êt❡s ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ♣❛r❡♥ts ❞♦♥t
♦♥ ♣✉✐ss❡ rê✈❡r✳ ❈❧❛✐r❡ ❡t ▼✐♠✐ ❥❡ s✉✐s ♣❛s sûr ❞✬êtr❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ❢rèr❡ ✐❞é❛❧ ♠❛✐s ❥❡ s✉✐s
✜❡r q✉❡ ✈♦✉s s♦②❡③ ♠❡s s♦❡✉rs✳ ❚❤♦♠❛s ♠♦♥ ❢rèr❡ ✭♠♦♥ ✈r❛✐ ❢rèr❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✮ ❝✬❡st t♦✉✲
❥♦✉rs ✉♥ é♠❡r✈❡✐❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ♠♦✐ ❞❡ t✬♦❜s❡r✈❡r✳ ❚✉ ❡s ❢♦✉ ❡t ❥✬❡♥ s✉✐s s✉✐s ❜✐❡♥ ❝♦♥t❡♥t ✦
❘é❣✐♥❡ ❡♥✜♥✱ t✉ ❡s ♣r❡sq✉❡ ♥♦tr❡ ♥♦✉♥♦✉ ❡t ❥❡ s✉✐s très ❤❡✉r❡✉① q✉❡ t✉ ♣✉✐ss❡ ✈❡♥✐r à ♠❛
s♦✉t❡♥❛♥❝❡✳ P✉✐ss❡ t❛ ❝✉✐s✐♥❡ ♥♦✉s ré❣❛❧❡r ❡♥❝♦r❡ ❧♦♥❣t❡♠♣s✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❚✐♣❤❛✐♥❡✱ ❧❛ ♣❡rs♦♥♥❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣✉r❡ q✉❡ ❥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❡✱ t✉ ❛s s✉❜✐ ❛✉t❛♥t q✉❡
♠♦✐ ❧❡ ❢❛r❞❡❛✉ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✳ P♦✉r ❝❡ q✉❡ ç❛ ✈❛✉t✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ t✬❡st ❞é❞✐é❡✳
●r❡♥♦❜❧❡✱ ✶✻ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✶✷ ✭✈❡rs✐♦♥ ❝♦rr✐❣é❡ ❞✉ ✷✶ ♥♦✈❡♠❜r❡✮✳
✶✳ ❡♥ ❡✛❡t ❥✬❛✐♠❡r❛✐s ❜✐❡♥ s❛✈♦✐r ❥♦✉❡r ❡t ❝❤❛♥t❡r ❝♦♠♠❡ ❑✉rt ❈♦❜❛✐♥
✷✳ P♦✉rt❛♥t ✐❧ ❡♥ r❡st❡ ❞❡s ❢❛✉t❡s ✦
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✑❖✉t✱ ♦✉t✱ ❜r✐❡❢ ❝❛♥❞❧❡ ✦ ▲✐❢❡✬s ❜✉t ❛ ✇❛❧❦✐♥❣ s❤❛❞♦✇ ❀ ❛ ♣♦♦r ♣❧❛②❡r✱ t❤❛t str✉ts
❛♥❞ ❢r❡ts ❤✐s ❤♦✉r ✉♣♦♥ t❤❡ st❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐s ❤❡❛r❞ ♥♦ ♠♦r❡✳ ■t ✐s ❛ t❛❧❡ t♦❧❞ ❜② ❛♥
✐❞✐♦t✱ ❢✉❧❧ ♦❢ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❢✉r②✱ s✐❣♥✐❢②✐♥❣ ♥♦t❤✐♥❣✳✑
✲❲✳ ❙❤❛❦❡s♣❡❛r❡ ✭▼❛❝❜❡t❤✮✳
❯♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❣♦✉✈❡r♥❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡✳ P♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s✱ ❞✐s♦♥s✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ f : X → X ❛❣✐ss❛♥t s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ X✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉
❝❤❛♦s ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ s❡♥s✐❜✐❧✲
✐té ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦♥t ✐♥st❛❜❧❡s ❡t✱ ❣é♥ér✐q✉❡♠❡♥t✱
❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s s✬é❧♦✐❣♥❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡t s✉✐✈❡♥t ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s très ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts✳ ❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❡❧❛✱ ❡t ❜✐❡♥ q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ❞✬✉♥❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ q✉❡ ♣❡✉ ❞✬✐♥térêt✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts s✉✐t
❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✱ ✐❧ s❡ ❞✐s♣❡rs❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡t s✬éq✉✐✲❞✐str✐❜✉❡ s❡❧♦♥
✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ϕ ∈ C (X)✱ ❡st ré❣✐❡ ♣❛r ✭❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡✮ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♣✉❧❧✲❜❛❝❦✱ ❞❡
tr❛♥s❢❡rt✱ ♦✉ ❞❡ ❑♦♦♣♠❛♥ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮ ✿
Fˆ : ϕ→ ϕ ◦ f.
❉❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ♦✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡①♣❛♥s✐❢s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✮ ❧❡s ♠♦❞❡s
❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ Fˆnϕ ❢✉✐❡♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❧♦rsq✉❡ n → ±∞✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Fˆnϕ ♣rés❡♥t❡ ❛❧♦rs
❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s✉r ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s✳ ❆ t❡r♠❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥✉✲
❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✐♥✐t✐❛❧ q✉✐tt❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s❡♠❜❧❡
✐rré✈❡rs✐❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✼✵ ❘✉❡❧❧❡ ❬❘✉❡❪ ♠♦♥tr❛✐t✱ ♣♦✉r ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ q✉❡ ❧❛ ❢✉✐t❡
✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ❣♦✉✈❡r♥é❡ ♣❛r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Fˆ ❛♣♣❡❧é❡s ré✲
s♦♥❛♥❝❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❘✉❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ Fˆ ❞❛♥s
❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❛❞❛♣tés✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à été ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡s ❛♥♥é❡s 90 ♣❛r
❘✉❣❤ ❬❘✉❣✾✷❪✱ ❇❛❧❛❞✐✱ ❚s✉❥✐✐✱ ▲✐✈❡r❛♥✐✱ ❇❧❛♥❦✱ ❑❡❧❧❡r ❡t ●♦✉❡③❡❧ ❬❇❚✱ ❇❑▲✵✷✱ ●▲✵✺✱
▲✐✈✵✺✱ ❇❚✵✼❪✳ ■❧ ❢✉t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r✱ ♣♦✉r ❞❡ ❧❛r❣❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠♦❞✲
è❧❡s ❝❤❛♦t✐q✉❡s✱ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ✜♥❡s t❡❧ q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ❡t ❧❛
❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s✳
✺
✻❊♥ ♣❤②s✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s s♦♥t tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s
ét❛ts q✉❛♥t✐q✉❡s ♠ét❛st❛❜❧❡s✱ q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡
❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ♣❛r ❧❡s ❛t♦♠❡s ❡t ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ❞❡s ♥♦②❛✉①✳ ❊❧❧❡s
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛♠♦rt✐❡s ❡t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ❞❡s ♦♥✲
❞❡s ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥ r❡❧❛t✐✈✐té ❣é♥ér❛❧❡ ❬❇❍✶✵❪✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à
ét✉❞✐❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛✲
❧❡♥t❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ P❧❛♥❝❦ ~✱ ♦✉ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛✉tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡
❡✛❡❝t✐❢✱ t❡♥❞ ✈❡rs 0✳
▲❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❘✉❡❧❧❡ s♦♥t q✉❛♥❞ à ❡❧❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ✑✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞❡♥s✐tés✑
♠ét❛st❛❜❧❡s ❡t✱ ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt✱ ❧❛ ❢✉✐t❡ ✈❡rs ❧❡s ❤❛✉ts ♠♦❞❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♣❡✉t
êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❙✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡✱ ❋❛✉r❡✱ ❙❥östr❛♥❞
❡t ❘♦② ❬❋❘❙✵✽❪ tr❛♥s♣♦sèr❡♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s q✉❛♥t✐q✉❡s
❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵ ♣❛r ❍❡❧❢❡r ❡t ❙❥östr❛♥❞ ❬❍❙✽✻❪ ❛✉① s②stè♠❡s ❝❤❛♦t✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥✬❡st q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✲✐✳❡✳ ♥❡✉tr❡ ❧❡ ❧♦♥❣
❞✬✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡s ❛✣♥é❡s ✭♦♥ ♣♦✉rr❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡s ré❝❡♥ts ❛rt✐❝❧❡s
❞❡ ❚s✉❥✐✐ s✉r ❧❡ s✉❥❡t ❬❚s✉✵✽✱ ❚s✉✶✶❪✮✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
♣♦✉r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
f :
{
X × R/2πZ → X × R/2πZ
(x, θ) 7→ (T (x), θ + τ(x) ♠♦❞(2π)) ✭✵✳✵✳✶✮
❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡ T : X → X✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❛t✐♦♥ ♥❡✉tr❡ ✐♠♣♦s❡ à
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r eiνθ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✭❝❢✳ ✭✶✳✸✳✸✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳ Fˆ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❛❧♦rs ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs
Fˆν ✱ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❑♦♦♣♠❛♥ ❡①♣❛♥s✐❢ ❛❣✐ss❛♥t s✉r X ❛✈❡❝ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♦s❝✐❧❧❛♥t❡ ✿
Fˆν : ϕ 7→ eiντ (ϕ ◦ T ) . ✭✵✳✵✳✷✮
❈❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ✭❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈
❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮ ❡t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ν r❡♥❢♦r❝❡ ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❧✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ~ ≡ 1ν ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡
❧✬❛♥❛❧②s❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡ Fˆν ❡st ✉♥ ❖♣ér❛t❡✉r ■♥té❣r❛❧ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭❖■❋✮ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ F s✉r ❧❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t T ∗X q✉✐ ❣♦✉✈❡r♥❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t
❡♥ ♠♦❞❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❞✬♦♥❞❡s✳ ❙✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡✱ ❋❛✉r❡ ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s
❬❋❛✉✶✶❪ q✉❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❡①♣❛♥s✐❢ ❞❡ T ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ ❝♦♠♣❛❝t
K ⊂ T ∗X ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✳ ❉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣rès ❞❡ K
✐❧ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❣❛♣ s♣❡❝tr❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r f ✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s
❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❲❡②❧✱ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡♣✉✐s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❢♦♥❞❛t❡✉r
❞❡ ❙❥östr❛♥❞ ❬❙❥ö✾✵❪✱ ♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ~ց 0✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♦♥
✈❡rr❛ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❤♦rs ❞✬✉♥ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ P❧❛♥❝❦ ✸ ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ✉♥
√
~✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ K✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ s✬❛❞❛♣t❡
✸✳ ❇♦✉❧❡s ❞❡ r❛②♦♥
√
~ ❬▲▲✻✺❪
✼❛✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ♥♦♥✲❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①♣❛♥s✐✈❡s ✭❝❡ s❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮
♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛✉① ✢♦ts ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❬❋❙✶✶❪✱ ét✉❞✐és ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❛r ❋❛✉r❡✲❙❥östr❛♥❞
❡t ❚s✉❥✐✐ ❬❚s✉✶✶❪✳
❙✐ X = Γ\H2 ❡st ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♥♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ à ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♥st❛♥t❡ −1✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt
❡♥tr❡ rés♦♥❛♥❝❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ✭❧❡s ♣ô❧❡s ❞❡ ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ∆X
✮ ❡t ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❘✉❡❧❧❡ ❞✉ ✢♦t ❣é♦❞és✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③êt❛ ❞❡ ❙❡❧❜❡r❣ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s
❣é♦❞és✐q✉❡s ❢❡r♠é❡s ❞❡ X ❡t ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ∆X ✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲❙❡r✐❡s ❝♦❞❡
❧❡ ✢♦t ❣é♦❞és✐q✉❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐t❡
❛✉ ❜♦r❞ ❞✉ ♣❧❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❢❡rts q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t s♦♥t ❛❧♦rs
❞✉ t②♣❡ ✭✵✳✵✳✷✮ ♠❛✐s ♦ù ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡ ❡st ✑♦✉✈❡rt❡✑ ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮ ❡t ❛❞♠❡t ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❈❛♥t♦r ❬❇♦r✵✼❪✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❢❡rts ❡t ❧✬♦♥ ❞é❞✉✐t✱ ❡♥tr❡
❛✉tr❡s✱ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡②❧ ❢r❛❝t❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧❡✉rs rés♦♥❛♥❝❡s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡
s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲✐♥✲●✉✐❧❧♦♣é✲❩✇♦rs❦✐
♣♦✉r ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ∆X ❬●▲❩✵✹❪✳
P❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✶ ❡t ✷ s♦♥t ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢s✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s
❛❝t✉❡❧❧❡s ❞✉ ❝❤❛♦s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤ès❡ ❡t ♦♥ é♥♦♥❝❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♦♥ ❡①♣♦s❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣s❡✉❞♦✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❞❛♥s ❧❡
❜✉t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❜♦ît❡ à ♦✉t✐❧s q✉✐ ♥♦✉s s❡r✈✐r❛ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ♠é♠♦✐r❡✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①✲
♣❛♥s✐✈❡s ✈❡rs ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ▲✐❡ ❝♦♠♣❛❝ts✱ ❞♦♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✭✵✳✵✳✶✮ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳
❖♥ s❡ r❡str❡✐♥❞r❛ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♠❛✐s ♦♥ ❝♦♠✲
♠❡♥t❡r❛ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❡t ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♥♦✉✈❡❛✉① q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛tt❡♥❞r❡✳
❖♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✵✳✵✳✷✮ s❡ tr❛♥s♣♦s❡ ❜✐❡♥ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ♥♦♥✲❛❜é❧✐❡♥✳ ❖♥ s❡
s❡r✈✐r❛ ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ▲✐❡✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s
❧❡s ❛♥♥é❡s ✼✵ ♣❛r P❡r❡❧♦♠♦✈ ❬P❡r✽✻❪ ❡t ●✐❧♠♦r❡ ❬●✐❧✼✹❪✱ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s
s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐r❛ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡②❧ ❡t ✉♥ ❣❛♣ s♣❡❝tr❛❧✱ ♣r♦✉✈❛♥t q✉❡
❧❛ ❢✉✐t❡ ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❡st ❣♦✉✈❡r♥é❡ ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
r❛♥❣ ✜♥✐ ✭❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❚s✉❥✐✐ ❬❚s✉✵✽❪ ❡t ❋❛✉r❡ ❬❋❛✉✶✶❪ ♣♦✉r
❧❡s s❡♠✐✲✢♦ts ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡①♣❛♥s✐❢s ❡t ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛❜é❧✐❡♥♥❡s✮✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♦♥ ét❡♥❞ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✑♦✉✈❡rts✑
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ ❞❡ ❈❛♥t♦r✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡r❛
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❡t ♦♥ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡②❧ ❢r❛❝t❛❧❡✱
❛♥❛❧♦❣✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲✐♥✲●✉✐❧❧♦♣é✲❩✇♦rs❦✐ ❬●▲❩✵✹❪ ♣♦✉r ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s
❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛✉ss✐ ✉♥ ❣❛♣ s♣❡❝tr❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
❢❛ç♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♥ ❡①♣❧✐q✉❡r❛ ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧❡✉r ✐♥térêts
♣♦✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s à ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ s❡♠❜❧❡♥t êtr❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✬ét✉❞❡ ❛❞❛♣tés ♣♦✉r
✽❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡t ❞✐✣❝✐❧❡s ❞✉ ❝❤❛♦s ❝❧❛ss✐q✉❡ ♦✉ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❖♥
♣❡♥s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s✱ ét✉❞✐é ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉❛♥t✐q✉❡s ♣❛r ◆♦♥♥❡♥♠❛❝❤❡r ❡t ❩✇♦rs❦✐ ❬◆❩✵✼❪✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ ♣♦✉r ✜♥✐r q✉❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s✐♠♣❧❡s✱ ✑♦✉✈❡rts✑ ♦✉ ✑❢❡r♠és✑✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
très s✐♠♣❧❡♠❡♥t tr❛♥s❢♦r♠és ❡♥ ♠♦❞è❧❡s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ t❡❧s
q✉❡ ❝❡✉① ét✉❞✐és ♣❛r ❘✉❣❤ ❞❛♥s ❬❘✉❣✾✾❪✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛❞♠❡t ❛❧♦rs ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♥♦♥
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♠✐t❡♥❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ❝❤❛♦t✐q✉❡s ♥❛t✉r❡❧s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❬❱❛s✵✵❪✳
❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s
✶ ❙②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝❤❛♦t✐q✉❡s ✶✵
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✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✶
❙②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝❤❛♦t✐q✉❡s
✧❚❤✐s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ❢❛❝❡ ❆r♠❛❣❡❞❞♦♥✳✧
✲❘♦♥❛❧❞ ❘❡❛❣❛♥ ✭P❡♦♣❧❡ ♠❛❣❛③✐♥❡✱ ✶✾✽✺✮✳
❯♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ (X, f) ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❛❝t
(X, d) ❡t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f : X → X. ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉r X ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r
✐tér❛t✐♦♥✳ ❙✐ fn ❞é♥♦t❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ n ❢♦✐s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ✱ ❧✬♦r❜✐t❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t x
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s✉✐t❡ {x, f(x), ..., fn(x)...} . ▲❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝❤❛♦t✐q✉❡s ♦♥t ❧❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ♣♦ssé❞❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡♥s❡s ❡t ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ f : X → X ❡st t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t tr❛♥s✐t✐❢ s✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t x ∈ X ❞♦♥t ❧✬♦r❜✐t❡ {fn(x)}n∈N ❡st ❞❡♥s❡ ❞❛♥s X✳ ✭❊♥ ❢❛✐t✱ ■❧ s✉✣t q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡♥s❡ ❞❛♥s X ♣♦✉r q✉❡ t♦✉t ♦✉✈❡rt ♥♦♥ ✈✐❞❡ U ✈✐s✐t❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té
❞❡ X ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✶ ❬❑❍✾✺✱ ❧❡♠♠❡ ✶✳✹✳✷❪✮✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t
♠é❧❛♥❣❡❛♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ♦✉✈❡rts ♥♦♥ ✈✐❞❡s U, V ⊂ X ✱ fn(U) ✐♥t❡rs❡❝t❡ V ♣♦✉r t♦✉t n
❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ❯♥❡ ❣♦✉tt❡
❞✬❡♥❝r❡ s❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈❡rr❡ ❞✬❡❛✉ ❡♥ s❡ ré♣❛rt✐ss❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❛♥s t♦✉t ❧❡
ré❝✐♣✐❡♥t✳ ❚♦✉t s②stè♠❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t
tr❛♥s✐t✐❢✳
❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✶✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①♣❛♥s✐✈❡s ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ Ek : x 7→ kx ✭♠♦❞✶✮, ♦ù k
❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ✷✱ s♦♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡s✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡ E : S1 → S1 ❞❡ ❞❡❣ré k ❡st ♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡ ❝❛r ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t
❝♦♥❥✉❣✉é❡ à Ek✳ ▲❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ Tα : x 7→ x+ α ✭♠♦❞✶✮ ❡st t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t tr❛♥s✐t✐✈❡ s✐
α ❡st ✐rr❛t✐♦♥♥❡❧ ♠❛✐s ❥❛♠❛✐s ♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡ ❬❑❍✾✺❪✳
❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t f ♣❛r ✉♥ ✢♦t
φ : R×X → X, (t, x) 7→ φt(x)
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ✭s❡♠✐✲✮❣r♦✉♣❡
φt+s(x) = φt(φs(x)), ∀t, s ∈ R ✭♦✉ R+)
✶✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t ♦✉✈❡rts ♥♦♥ ✈✐❞❡s U ❡t V ✐❧ ❡①✐st❡ n t❡❧ q✉❡ fn (U) ∩ V 6= ∅✳
✶✵
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙ ❈❍❆❖❚■◗❯❊❙ ✶✶
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(x, s)
(E(x), 0)
(x, τ (x))
Xk,τ
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❱❛r✐été à ✷ ❜r❛♥❝❤❡s X2,τ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡
❞❡ ❞❡❣ré 2✳
❚♦✉t ✢♦t ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ φt✱ ❛✈❡❝ t ✜①é✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ✢♦ts
à ♣❛rt✐r ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡
❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳ ❙♦✐t E : S1 → S1 ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡ ❞❡ ❞❡❣ré k ✭❝❢✳ ❡①❡♠♣❧❡
✶✳✶✮✱ ❡t 0 < τ(x) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✑t♦✐t✑ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❖♥ ♣r❡s❝r✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ R+✱ x ∈ S1 ❡t
0 ≤ s < τ(x)✱
φt(x, s) =
(
En(x), s+ t− τ [n](x)
)
,
♦ù✱ ♣♦✉r t♦✉t m ∈ N✱ τ [m](x) := ∑n−1j=0 τ (Ej(x)) ❡t n ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ❡♥t✐❡r ✈ér✐✜❛♥t 0 ≤
t + s − τ [n](x) < τ (En (x))✳ φ ❡st ✉♥ s❡♠✐✲✢♦t s✉r ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Xk,τ ⊂ S1 × R✳
P❛rt❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t (x, s) ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ é✈♦❧✉❡ à ✈✐t❡ss❡ ✉♥✐té ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s✱
♣✉✐s✱ ❧♦rsq✉❡ ❡❧❧❡ ❛tt❡✐♥t (x, s = τ(x))✱ ✑s❛✉t❡✑ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ (E(x), 0) ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ Xk,τ
❛ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❝♦♠♣❛❝t❡ à k−❜r❛♥❝❤❡s ✿
Xk,τ :=
{
(x, s) : x ∈ S1 × R} / {(x, τ(x)) ∼ (E(x), 0)} .
❞♦♥t ❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ❡st S1 × R✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ τ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❜❛s❡ x ♣♦✉r ✈♦✐r q✉❡ Xk,τ ❡st
❞✐✛é♦♠♦r♣❤❡ à Xk,1 ✲❝❢✳ ✜❣✳✭✶✳✶✮✳ ❇✐❡♥ q✉❡ très s✐♠♣❧❡✱ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❡①❤✐❜❡
✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❤❛♦t✐q✉❡ s✉❜t✐❧ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡ ❬❚s✉✵✽❪✳ ▲❡s
♠♦❞è❧❡s ét✉❞✐és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣❛rt❛❣❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ ❝❡ t②♣❡ ❞❡
s✉s♣❡♥s✐♦♥s✳
✶✳✶ ❊r❣♦❞✐❝✐té ❡t ♠é❧❛♥❣❡
❙✐ f : X → X ❡st ♠❡s✉r❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❣é♥éré ❡st ❧✉✐ ♠ê♠❡
♠❡s✉r❛❜❧❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té µ✱ f ✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s✉r X✳ ❙✐ ❧❡s s❡✉❧s
❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❡s✉r❛❜❧❡s f−✐♥✈❛r✐❛♥ts s♦♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡ 0 ♦✉ 1 ❛❧♦rs µ ❡st ❡r❣♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r
f ✳ ❊♥ t❡r♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❝❡❧❛ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❝❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❡s✉r❛❜❧❡s
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙ ❈❍❆❖❚■◗❯❊❙ ✶✷
f−✐♥✈❛r✐❛♥t❡s s♦✐t ❝♦♥st❛♥t❡s µ−♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t✳ ▲✬❡r❣♦❞✐❝✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ tr❛♥s✐t✐✈✐té t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✈✉❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳
❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ϕ ∈ L1(X,µ)✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ 1n
∑n−1
j=0 ϕ
(
f j(x)
)
❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❧♦rsq✉❡ nր∞ ✈❡rs ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ s♣❛t✐❛❧❡ ´X ϕdµ
µ✲♣✳♣✳ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ µ ❡st ❡r❣♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r f ✳
▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❡r❣♦❞✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♦s ✿
s✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♥❡ ❝❤❛r❣❡❛♥t q✉✬✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ✜①é ♣❛r f ❛❧♦rs ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡st
tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❡r❣♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r f ✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❝♦♥tr❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ µ
♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛ ❡st ✈r❛✐ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♥♦♥
♥✉❧❧❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s s✐ µ ❡st ❡r❣♦❞✐q✉❡ ❡t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ µ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❙❘❇ ✭❙✐♥❛ï✲❘✉❡❧❧❡✲❇♦✇❡♥✮ ❞♦♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉
❢❡✉✐❧❧❡t❛❣❡ ✐♥st❛❜❧❡ ❞❡ X ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ X ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été
❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡✮✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ♠❡s✉r❡ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ♠❡s✉r❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳
◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ µ ❡st ❡r❣♦❞✐q✉❡ ❡t s✐ dν = ρdµ ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❛❜s♦❧✲
✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à µ ❛❧♦rs✱ ∀ϕ ♠❡s✉r❛❜❧❡✱ˆ
ϕdν =
ˆ
ϕ · ρdµ =
ˆ
(ϕ ◦ f) · ρdµ =
ˆ
ϕ · ρ ◦ f−1dµ,
❛✐♥s✐✱ ρ ◦ f−1 = ρ ⇒ ρ = 1 µ✲♣✳♣✳ P❛r ❝♦♥séq✉❛♥t f ♥✬❛❞♠❡t ❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❡s✉r❡
✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à µ✳
❯♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ (X, f, µ) ❡st ♠é❧❛♥❣❡❛♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡s
♠❡s✉r❛❜❧❡s A, B,
µ
(
f−n(A) ∩B)→ µ (A)µ (B)
❧♦rsq✉❡ n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬∞✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t A ♦♥ ❛ µ (f−n(A) ∩X\A) =
µ (A ∩X\A) = 0 ❡t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ µ (A)µ (X\A) = 0✳ µ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❡r❣♦❞✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡✱ à t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ϕ✱ ψ
❞❛♥s L2(X,µ) ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡
Cϕ,ψ(n) := (ϕ ◦ fn;ψ)L2(X,µ) −
ˆ
X
ϕ¯dµ
ˆ
X
ψdµ
▲❡ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ♠é❧❛♥❣❡❛♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ϕ✱ ψ
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ L2(X,µ)✱ Cϕ,ψ(n) t❡♥❞ ✈❡rs 0 ❧♦rsq✉❡
n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳
▲❡s s②stè♠❡s ❝❤❛♦t✐q✉❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t s❡r♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♠é❧❛♥❣❡❛♥ts ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ δ > 0✱ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
C t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r n s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡s
|Cϕ,ψ(n)| ≤ Ce−δn
❧❡ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❞✐t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♠é❧❛♥❣❡❛♥t✳ ▲✬ét✉❞❡ ♣ré❝✐s❡ ❞✉ t❛✉①
❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ✜♥❡s t❡❧ q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r❡sq✉❡ sûr❡✱ q✉✐ tr❛❞✉✐s❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❬▲✐✈✾✻❪✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙ ❈❍❆❖❚■◗❯❊❙ ✶✸
❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✸✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐ss❡s ❡t ❡①♣❛♥s✐✈❡s ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♥✲
✈❛r✐❛♥t❡s µ✱ ❧✐ss❡s ❡t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✱ ❡t s♦♥t
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡s ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ ▲❡s s✉s♣❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
s♦♥t ❣é♥ér✐q✉❡♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ dµds ✭❉♦❧❣♦♣②❛t
❬❉♦❧✾✽❪ ❚s✉❥✐✐ ❬❚s✉✵✽❪✮ ♠❛✐s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❛❞♠❡t t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
❧✐é❡ à ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ✭◆❛✉❞ ❬◆❛✉✵✾❪✮✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥❡✉tr❡ ❡♥r✐❝❤✐t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✲
♠❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ ❛✉ ♠é❧❛♥❣❡✳
✶✳✷ ▼♦❞è❧❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❡t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s
❖♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝❤❛♦t✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s✱
♠❛✐s ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r✐s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ✲s✉❜❥❡❝t✐❢✲ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①♣❛♥s✐✈❡s✳ ❙♦✐t (X, g) ✉♥❡ ✈❛r✐été ❘✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❧✐ss❡✱ ❝♦♠♣❛❝t❡✱
❝♦♥♥❡①❡ ❡t s❛♥s ❜♦r❞s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛❣✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ C∞
T : X → X
t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ λ > 1 s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X✱ u ∈ TxX✱
‖DxT · u‖g ≥ λ ‖u‖g . ✭✶✳✷✳✶✮
❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ❡①♣❛♥s✐✈❡ ❡t ❞é✜♥✐t ✉♥ N−r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ X✳ ▲❡ s②stè♠❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥❣❡♥❞ré ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❝❛r ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉♥
❞é❝❛❧❛❣❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s à N ❧❡ttr❡s ✭❬❇❛❧✵✵❪ ❝❤❛♣✳ ✷✮✳ ❉✬❛♣rès ❙❤✉❜ ❬❙❤✉✼✵❪✱
❧❡ r❡✈êt❡♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ X ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐✛é♦♠♦r♣❤❡ à Rd ❡t s❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
❞✬❊✉❧❡r✱ ♥✉❧❧❡✳ ▲❡ t♦r❡ ♦✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♥✐❧✲✈❛r✐étés✱ ❝♦♥str✉✐t❡s ❝♦♠♠❡ q✉♦t✐❡♥t
❝♦♠♣❛❝t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ▲✐❡ ♥✐❧♣♦t❡♥ts✱ s♦♥t ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳
▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s t②♣✐q✉❡s s✐ X ❡st ❧❡ ❝❡r❝❧❡ S1 = R/Z s♦♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s
Ek ✭❡①✳ ✶✳✶✮ ❡t ❧❡✉r ♣❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✐ X ❡st ❧❡ t♦r❡ ♣❧❛t d✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ Td✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♣❡♥s❡r à
T (x) = Ax+ ψ (x)
❛✈❡❝ A ∈ Gl (d,Z) ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❧❛t❛♥t❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ✿ ∀u ∈ Rd\0✱ ‖Au‖ ≥
λ0 ‖u‖ ; ❛✈❡❝ λ0 > 1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✷ ψ : Td → Td ❞♦✐t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ t❡❧❧❡ q✉✬✐❧
❡①✐st❡ λ0 > λ > 1 ❞❡ s♦rt❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Td
‖Dxψ · u‖ ≤ (λ0 − λ) ‖u‖
T : Td → Td ❡st ❛❧♦rs λ✲❡①♣❛♥s✐✈❡ ❡t t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ X ❛❞♠❡t N = detA ❛♥té❝é❞❡♥ts✳
❚♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡ C∞ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡
♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❧✐ss❡ ✭q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❙❘❇ ❬❑❍✾✺❪✮✳
✷✳ ✐✳❡✳ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s Rd 1✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙ ❈❍❆❖❚■◗❯❊❙ ✶✹
❉✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬❆♥♦s♦✈✳ ❙♦✐t X ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛✉ ♠♦✐♥s C1✳ f : X → X ❡st
✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❆♥♦s♦✈ ✭♦✉ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✮ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡
❘✐❡♠❛♥✐❡♥♥❡ ✭♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧✐ss❡✮ g ❡t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ✸ ❞✉ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t
TX := {TxX}x∈X
∀x ∈ X; TxX = Es(x)⊕ Eu(x)
❡t λ > 1 ❞❡ s♦rt❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X
∀v ∈ Es(x), ∀n ≥ 0, ‖Dxfn · v‖g ≤ λ−n ‖v‖g
∀v ∈ Eu(x), ∀n ≥ 0, ‖Dxfn · v‖g ≥ λn ‖v‖g
P♦✉r ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ✐❧ ❡①✐st❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ st❛❜❧❡ ❡t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥st❛❜❧❡✱
❝❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥✈❡rs❛♥t ❧❡✉rs rô❧❡s s✉✐✈❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛ssé
✭n < 0✮ ♦✉ ❧❡ ❢✉t✉r (n > 0)✳
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①♣❛♥s✐✈❡s✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❆♥♦s♦✈
❛❣✐ss❛♥t s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ très r❡str✐❝t✐✈❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡s s❡✉❧s
❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♥♥✉s ❞❡ ✈❛r✐étés ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❆♥♦s♦✈ s♦♥t ❧❡ t♦r❡ ❡t ❧❡s
♥✐❧✈❛r✐étés ❬❑❍✾✺✱ ❝❤❛♣✳ ✶✼❪✳ ■❧ ❡st ❝♦♥❥❡❝t✉ré q✉❡ ❝❡ s♦♥t ❧❡s s❡✉❧❡s✳ ❉✉r❛♥t ❧❡s ❛♥♥é❡s
✻✵✱ ❆♥♦s♦✈ ♠♦♥tr❛ ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ q✉❡ t♦✉t ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ C2 ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❤②♣❡r✲
❜♦❧✐q✉❡ ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡
❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♠é❧❛♥❣❡❛♥t ✹✳
▲❡s s②tè♠❡s ❞✬❆♥♦s♦✈ ♦♥t été ét✉❞✐és ♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs ❡t ❧✬ét❛t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡s à ❧❡✉r s✉❥❡t ❡st ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❛ss❡③ ❜♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ s❛✐t ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡
♠❡s✉r❡ ❙❘❇ ❡t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❧✐ss❡✱ ❡t ❜✐❡♥ ♣❧✉s✳ ❖♥ s❡ ré❢èr❡
à ❧✬♦✉✈r❛❣❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❇❛❧❛❞✐ ❬❇❛❧✵✵❪ ♣♦✉r ❞❡ ♣❧✉s ❛♠♣❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❡t r❡♠❛rq✉❡s
❤✐st♦r✐q✉❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①✳
❊♥ ❧✐❡♥ ❞✐r❡❝t ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❋❛✉r❡✱ ❙❥östr❛♥❞ ❡t ❘♦② ❬❋❘❙✵✽❪ q✉✐
♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t r❡tr♦✉✈❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❇❛❧❛❞✐✱ ❚s✉❥✐✐ ❡t ❛✉tr❡s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠✐❝r♦✲❧♦❝❛❧❡✳
❋❧♦ts ❞✬❆♥♦s♦✈✳ ❙✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été X ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦ù é❣❛❧❡ à ✸✱ φ : R ×
X → X ❡st ✉♥ ✢♦t ❞✬❆♥♦s♦✈ ♦✉ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡
❘✐❡♠♠❛♥✐❡♥♥❡ g ✱ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ λ > 1 ❡t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t
∀x ∈ X; TxX = Es(x)⊕ Eu(x)⊕ RV (x)
✸✳ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❛♥t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X✱ ∀v ∈ Es(x)✱ Dxf · v ∈ Es (f(x))
❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ Eu(x)✳
✹✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠é❧❛♥❣❡❛♥t ss✐
C
Leb
ϕ,ψ(n) := (ϕ ◦ fn;ψ)L2(X,m) →
(ˆ
X
ϕ¯dµ
)(ˆ
X
ψdm
)
♦✉ µ ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❙❘❇ ✭♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧✐ss❡✮ ❡t dm ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✈♦❧✉♠❡ s✉r X✳ Pr♦✉✈❡r q✉❡ t♦✉t
s②stè♠❡ ❞✬❆♥♦s♦✈ ❡st ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠é❧❛♥❣❡❛♥t r❡st❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙ ❈❍❆❖❚■◗❯❊❙ ✶✺
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ▲❡ ✢♦t ❣é♦❞és✐q✉❡ s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s à ❝♦✉r❜✉r❡ ♥é❣❛t✐❢ ❡st ❆♥♦s♦✈✳
❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X
∀v ∈ Es(x), ∀t ≥ 0, ‖Dxφt · v‖g ≤ λ−t ‖v‖g
∀u ∈ Eu(x), ∀t ≥ 0, ‖Dxφ−t · u‖g ≥ λt ‖u‖g
♦ù ♦♥ ❛ ♥♦té RV ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥❡✉tr❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✉ ✢♦t ✿(
d
dt
∣∣∣∣
t=0
φt
)
(x) =: V (x) ∈ TxX
▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ✢♦ts ❞✬❆♥♦s♦✈ s♦♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❝ts ❞✉
❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥❡✉tr❡ ♣♦✉r ❧❡s ✢♦ts✱ ✐♥❤ér❡♥t❡ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ à t❡♠♣s
❝♦♥t✐♥✉✳ ▲❡s ✢♦ts ❆♥♦s♦✈ ❧✐ss❡s ❛❞♠❡tt❛♥ts ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❝♦♥t✐♥✉❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✈♦❧✉♠❡ s♦♥t ❡r❣♦❞✐q✉❡✳
▲❡s ❋❧♦ts ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ét✉❞✐és✱ ❝♦♥♥✉s ❜✐❡♥ ❛✈❛♥t ❆♥♦s♦✈✱
s♦♥t ❧❡s ✢♦ts ❣é♦❞és✐q✉❡s s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❝♦♠♣❛❝t❡s ❝♦♥♥❡①❡s à ❝♦✉r❜✉r❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ✿
❙♦✐t (M, g) ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❡t SM s♦♥ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t ✉♥✐t❛✐r❡✳ ▲❡ ✢♦t
❣é♦❞és✐q✉❡ φt : SM → SM ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ tr❛♥s♣♦rt ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs t❛♥❣❡♥ts
❞❡ SM ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s q✉✬✐❧s ❣é♥èr❡♥t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ à t♦✉t ♣♦✐♥t v ∈ SxM
✐❧ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ ❣é♦❞és✐q✉❡ γv : t 7→ γv(t) ∈ X t❡❧❧❡ q✉❡ γv(0) = x ❡t γ˙v(0) = v✳ P❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥
φt : v 7→ γ˙v(t) ∈ Sγv(t)M
❙✐ (M, g) ❡st ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ à ❝♦✉r❜✉r❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❛❧♦rs ❧❡ ✢♦t ❣é♦❞és✐q✉❡ s✉r X := SM ❡st
❆♥♦s♦✈ ❬❑❍✾✺✱ ♣✳✺✺✹❪✳ ❯♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r φt ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡
s✉r SM ✱ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉ ✈♦❧✉♠❡✳
▲✬❡r❣♦❞✐❝✐té ❞✉ ✢♦t ❣é♦❞és✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❞❡♣✉✐s ❍♦♣❢✳
❊♥ ✶✾✼✹ ❖r♥st❡✐♥✱ ❲❡✐ss ❡t ❘❛t♥❡r ♠♦♥trèr❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣♦✉r ❝❡s ✢♦ts✳ ■❧
❢❛❧❧✉t ❛tt❡♥❞r❡ ✶✾✾✽ ♣♦✉r q✉❡ ❉♦❧❣♦♣②❛t ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❬❉♦❧✾✽❪ ♣♦✉r ❧❡s
s✉r❢❛❝❡s ✺✳ ❊♥ ✷✵✵✸ ▲✐✈❡r❛♥✐ ♣✉t ét❡♥❞r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❉♦❧❣♦♣②❛t à t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ✢♦ts ❞❡ ❝♦♥t❛❝ts ❬▲✐✈✵✹❪✳
✺✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ét❛✐t ❞é❥à ét❛❜❧✐t ♣❛r ▼♦♦r❡ ❡♥ ✶✾✽✻ ❡♥ ♠❡tt❛♥t à ♣r♦✜t
❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s s✉r❢❛❝❡s✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙ ❈❍❆❖❚■◗❯❊❙ ✶✻
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❋❧♦t ❞❡ r❡♣èr❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❡st
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s µ× λU(1)✳
❋❧♦ts ❞❡ r❡♣èr❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ▲❡ ✢♦t ❣é♦❞és✐q✉❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été
❝♦♠♣❛❝t❡ M ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n à ❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♠é❧❛♥❣❡❛♥t✳
❆ t♦✉t ✈❡❝t❡✉r v ∈ SxM ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r n− 1 ❛✉tr❡s ✈❡❝t❡✉rs ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ r❡♣èr❡
♦rt❤♦♥♦r♠❛❧
Rx = (v, u1, ..., un−1)
❞❡ TxX✳ ▲❡ ✢♦t ❣é♦❞és✐q✉❡ φt tr❛♥s♣♦rt❡ v ❡♥ φt(v) ∈ Sγ(t)M ✱ ♦ù γ ❡st ❧❛ ❣é♦❞és✐q✉❡
t❛♥❣❡♥t❡ à v à ❧✬✐♥st❛♥t t = 0✳ P❛r tr❛♥s♣♦rt ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❣é♦❞és✐q✉❡✱ Rx ❡st
tr❛♥s♣♦rté ❡♥
Rγ(t) = (φt(v), u′1, ..., u′n−1)
❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ RM ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡♣èr❡s ♦r✐❡♥tés ♦t❤♦♥♦r♠és ❞❡ TM ✱ ❝❡❧❛ ❞é✜♥✐t ✉♥ ✢♦t
φˆt : RM → RM
Rx 7→ Rγ(t) ✭✶✳✷✳✷✮
❛❞♠❡tt❛♥t ❝♦♠♠❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ µˆ = µ × λSO(n−1)✱ ♦ù µ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡
▲✐♦✉✈✐❧❧❡ s✉r SM ❡t λSO(n−1) ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❍❛❛r s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ▲✐❡ ❝♦♠♣❛❝t SO(n−1)✳
❊♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✢♦t ❣é♦❞és✐q✉❡s✱ ▲❡s ✢♦ts ❞❡ r❡♣èr❡s ✭✶✳✷✳✷✮ ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs
❡r❣♦❞✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❬❇●✽✵❪ ❇r✐♥ ❡t ●r♦♠♦✈ ♠♦♥trèr❡♥t ❧✬❡r❣♦❞✐❝✐té ✻ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st
✐♠♣❛✐r❡ ♠❛✐s ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ 7✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts q✉❛♥t✐t❛t✐❢s ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s
s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉❜t✐❧s ❞❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✜❜r❡s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❡t
❜❡❛✉❝♦✉♣ r❡st❡ à ❢❛✐r❡ s✉r ❝❡ s✉❥❡t✳
❊①t❡♥s✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ✈❡rs ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ▲✐❡ ❝♦♠♣❛❝ts ✳
▲❡s ✢♦ts ❣é♦❞és✐q✉❡s✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ✢♦ts ❞❡ r❡♣èr❡s✱ s✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❝♦♠♣❛❝t❡s à
❝♦✉r❜✉r❡ s❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥é❣❛t✐✈❡✱ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ s②stè♠❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s✱
❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✐❧s ♣rés❡r✈❡♥t ✉♥ ❢❡✉✐❧❧❡t❛❣❡ ♥❡✉tr❡ ❡t s♦♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
tr❛♥s✈❡rs❡✳
✻✳ P♦❧❧✐❝♦tt✱ ❇✉r♥s ❡t ❑❛r❝❤❡r ♣✉r❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡ rés✉❧t❛t à t♦✉t❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♠♣❛✐r❡ à
❝♦✉r❜✉r❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣✐♥❝é❡✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙ ❈❍❆❖❚■◗❯❊❙ ✶✼
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts é✈♦❧✉❛♥t s❡❧♦♥ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡
T̂τ : S
1 × S1 → S1 × S1 ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ T (x) = 2x (♠♦❞1)✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ ❡①❡♠♣❧❡ T̂τ (x, s) = (T (x), s+ τ(x) ♠♦❞1) ❛✈❡❝ τ(x) = ❝♦s(2πx)✳ −✐ss✉ ❞❡ ❬❋❛✉✶✶❪✳
❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣♦ssé❞❛♥t ❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡r❛
❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✈❡rs ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ▲✐❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡
❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ✭♦✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①♣❛♥s✐✈❡s✮✳
❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ (f,X, µ) ✉♥ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ♠é❧❛♥❣❡❛♥t ❡t
τ : X → G
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❡X ✈❡rs ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ▲✐❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❝♦♠♣❛❝t✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥
fˆτ : X ×G→ X ×G s✬é❝r✐t ❛❧♦rs
fˆτ : (x, g) 7→ (f(x), τ(x) · g) ,
❡t ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ µˆ := µ × λG ❀ ❛✈❡❝ λG ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❍❛❛r s✉r
G✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r✐s❡s ❞❡♣✉✐s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
❇r✐♥✱ ❇✉r♥s✱ ❲✐❧❦✐♥s♦♥✱ ♣✉✐s P❛rr②✲P♦❧❧✐❝♦tt✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très ❣é♥ér❛❧❡
❧✬❡r❣♦❞✐❝✐té ❡t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝❤♦✐① ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s τ ❬❇r✐✼✺❪✳
❊♥ ✷✵✵✷ ❉♦❧❣♦♣②❛t ✜t ✉♥❡ ♣❡r❝é❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
✈❡rs ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ▲✐❡ ❝♦♠♣❛❝ts✱ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s ❡t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡s✱ s♦♥t ❣é♥ér✐q✉❡✲
♠❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦✉ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡st s✉♣r❛✲♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡✳ ■❧ ♠♦♥tr❛ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❡①♣❛♥s✐✈❡s s♦♥t ❣é♥ér✐q✉❡♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡s ❬❉♦❧✵✷❪✳
❉✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ✭♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ r❛♣✐❞❡✮ ❋✐❡❧❞✱ ▼❡❧❜♦✉r♥❡✱
◆✐❝♦❧ ❡t ❚ör♦❦ ❬▼❋❚✵✺❪ s✉✐✈❛♥t ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥ts tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼❡❧❜♦✉r♥❡ ❡t ❚ör♦❦ ❬▼❚✵✷❪
♣✉r❡♥t ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r❡sq✉❡ sûr❡✱
q✉✐ tr❛❞✉✐s❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡
st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ✭❖♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r à ♣r♦✜t ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❝✐tés ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s
❡t ré❢ér❡♥❝❡s✮✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ très ré❝❡♠♠❡♥t✱ ◆❛✉❞ ❬◆❛✉✶✶❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱
s✉t ❡①❤✐❜❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❧✐é❡ à ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ f ✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙ ❈❍❆❖❚■◗❯❊❙ ✶✽
✶✳✸ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt
▲✬ét✉❞❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ s❡ ❢❛✐t ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥❡
❛♥❛❧②s❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦s✐t✐❢ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝✲
t✐♦♥ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ♣✉✐s ♦♥ é♥♦♥❝❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r s♦♥ s♣❡❝tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①♣❛♥s✐✈❡s ♣✉✐s ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡①♣❛♥s✐✈❡s✱
q✉✐ ❢❡r♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳
▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ P❡rr♦♥ ❋r♦❜❡♥✐✉s✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❘✉❡❧❧❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡s ❝❤❛♦t✐q✉❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❛♥❛❧②s❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✳ ❙♦✐t Ω
❧❛ ❢♦r♠❡ ✈♦❧✉♠❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été X s✉♣♣♦sé❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡t ♦r✐❡♥t❛❜❧❡✳ ❙♦✐t f : X → X
✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧♦❝❛❧✳ ❧❡ ❏❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡ f s❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r
(f∗Ω)x = Ωf(x) (Dxf(.), ..., Dxf(.)) = |detDxf | · Ωx
P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ A ⊂ X✱ ♦♥ ♥♦t❡ m(A) := ´AΩ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à Ω✳ ❖♥
❛ ❞♦♥❝
m(f−1A) :=
ˆ
f−1A
Ω =
ˆ
A
(
f−1
)∗
Ω
❛✈❡❝✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X
((
f−1
)∗
Ω
)
x
:=
 ∑
y∈f−1(x)
|detDyf |−1
Ωx
❆✐♥s✐✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ m s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r f s❡ tr❛❞✉✐t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥∑
y∈f−1(x)
|detDyf |−1 = 1.
P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ ρ : X → R+ ❡st ✉♥❡ ❞❡♥s✐té✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ dµ = ρdm ❡st tr❛♥s♣♦rté❡
♣❛r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r f : X → X ❝♦♠♠❡(
f−1
)∗
: dµ = ρdm→
(
Fˆ ∗ρ
)
dm
♦ù Fˆ ∗ ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♣♦s✐t✐❢ ❞❡ P❡rr♦♥✲❋r♦❜❡♥✐✉s(
Fˆ ∗ρ
)
(x) :=
∑
y∈f−1({x})
ρ(y)
|detDyf | . ✭✶✳✸✳✶✮
❜✐❡♥ ❞é✜♥✐t s✉r C∞ (X)✳ ▲✬❛❞❥♦✐♥t L2(X,m) ❞❡ Fˆ ∗✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t Fˆ ✱ ♥✬❡st
❛✉tr❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♣✉❧❧✲❜❛❝❦✱ ❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ✿
Fˆ : ϕ 7→ ϕ ◦ f. ✭✶✳✸✳✷✮
❙✐ µ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣♦✉r f ✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Fˆ à L2(X,µ) ❡st ✐s♦♠étr✐q✉❡✳ ❉❡
♣❧✉s s✐ µ ❡st ❡r❣♦❞✐q✉❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ µ✲♣✳♣✳ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞❡ Fˆ ❛✈❡❝
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙ ❈❍❆❖❚■◗❯❊❙ ✶✾
✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ✶✱ ❞♦♥❝ ✶ ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ Fˆ : L2(X,µ)→ L2(X,µ)✳ ▲♦rsq✉❡
f ❡st ✭❢❛✐❜❧❡♠❡♥t✮ ♠é❧❛♥❣❡❛♥t✱ ❛❧♦rs ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♥✬❛❞♠❡t ❛✉❝✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛✉tr❡ q✉❡
✶ ✿ s♦♥ s♣❡❝tr❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉ ❞❛♥s L2(X,µ) ❬P❨✾✽❛❪✳ ▲✬ét✉❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
Fˆ ❡t Fˆ ∗ ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❛❞❛♣tés ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞✬❛tt❛q✉❡ ❢r✉❝t✉❡✉①
♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ❝❤❛♦t✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥✐t✐é❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ♣❛r ❘✉❡❧❧❡ ❡t ❇♦✇❡♥ ❞❛♥s ❧❡s
❛♥♥é❡s ✼✵ ❬❘✉❡❪ ♣✉✐s ♣❛r ❘✉❣❤ ❬❘✉❣✾✷❪✱ ❝♦♥♥❛ît ✉♥ ❡ss♦r ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡♣✉✐s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
❇❛❧❛❞✐ ❬❇❛❧✵✵❪✱ ❚s✉❥✐✐✱ ❬❇❚✵✼✱ ❇❚❪ ▲✐✈❡r❛♥✐✱ ❇❧❛♥❦ ❡t ❑❡❧❧❡r ❬❇❑▲✵✷❪ ❡t ●♦✉❡③❡❧ ❬●▲✵✺❪✳
❘és♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❘✉❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❡①♣❛♥s✐❢s✳ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈
H−m (X) ⊂ S ′ (X)
s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭♦✉ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✐ m < d✮ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♥❡ ❝r♦✐ss❡♥t ♣❛s ♣❧✉s ✈✐t❡ q✉❡ ‖ξ‖α , ❛✈❡❝ α < m − d2 ❬❚❛②✾✻❛❪✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ♣❛r ❞✉❛❧✐té ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Fˆ s✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s α ∈ D′ (X) ❡♥ ♣♦s❛♥t✱
∀ϕ ∈ C∞ (X) , (
Fˆα
)
(ϕ¯) := α
(
Fˆ ∗ϕ
)
♦ù Fˆ ∗ ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ P❡rr♦♥✲❋r♦❜❡♥✐✉s ✭✶✳✸✳✶✮✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ s✉✐✈❛♥t ✼
❡st ❞û à ❘✉❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳ ✭❘✉❡❧❧❡ ❬❘✉❡✽✻❪✮✳ ❙♦✐t T : X → X ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡ t❡❧❧❡
q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✶✳✷✳ P♦✉r t♦✉t m✱ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ✭✶✳✸✳✷✮ ❛ss♦❝✐é ❧❛✐ss❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t
H−m (X)✳ ❉❡ ♣❧✉s
Fˆ : H−m(X)→ H−m(X)
❡st à s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❤♦rs ❞✉ ❞✐sq✉❡ ❞❡ r❛②♦♥
rm = λ
−m(N/λd)1/2
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❤♦rs ❞❡ ❝❡ ❞✐sq✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s r❡s♣❡❝t✐❢s✱ ♥❡ ❞é♣❡♥✲
❞❡♥t ♣❛s ❞❡ m ❡t ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❘✉❡❧❧❡ ❞❡ Fˆ ✳
P❛r ❞✉❛❧✐té✱
Fˆ ∗ : Hm (X)→ Hm (X)
❛❞♠❡t ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❤♦rs ❞✉ ❞✐sq✉❡ ❞❡ r❛②♦♥ rm✳ ❙✐ ϕ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞❡
Fˆ ∗✱ ❝♦♠♠❡ ϕ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ m✱
ϕ ∈ ∩m>0Hm (X) ∼= C∞ (X) .
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞❡ Fˆ ∗ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐ss❡s s✉r X✳ ❖♥ s❛✐t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs
✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❡rr♦♥ ❋r♦❡❜❡♥✐✉s ❬❑❍✾✺❪✮ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ 1 ❡st s✐♠♣❧❡ ❡t ❞♦♠✐♥❛♥t❡
❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ρ ❛ss♦❝✐é❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❙❘❇ µ s✉r X ❡st ❛❧♦rs
✼✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙ ❈❍❆❖❚■◗❯❊❙ ✷✵
dµ = ρdm. ❙✐ {λj}j≥0 ∈ C ❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
✭s✉♣♣♦sé❡s s✐♠♣❧❡s✮✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ Fˆ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡st
ϕ, ψ ∈ C∞ (X)✱(
Fˆnϕ;ψ
)
L2(X,µ)
= (1;ϕ)L2(X,µ) (1; ψ¯)L2(X,µ) +O(|λ1|n).
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❘✉❡❧❧❡ ❣♦✉✈❡r♥❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡
st❛t✐st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❡①♣❛♥s✐❢s✳ ❉❛♥s ❬❑❘✵✹❪ ❘✉❣❤ ❡t ❑❡❧❧❡r ❝♦♥str✉✐s❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡
X = S1 ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡ ❜✐❡♥ ❞❡s
rés♦♥❛♥❝❡s ❛✉tr❡ q✉❡ 1 ❤♦rs ❞✉ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❡ss❡♥t✐❡❧✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘✉❡❧❧❡ r❡st❡ ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬❆♥♦s♦✈ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ✉s✉❡❧ ♣❛r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s ❬❇❑▲✵✷❪ ❬❋❘❙✵✽❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s
❧❛ ♠❡s✉r❡ ❙❘❇ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
P❡rr♦♥✲❋r♦❜❡♥✐✉s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡ s✉r ❧❡ ❢❡✉✐❧❧❡t❛❣❡ st❛❜❧❡✳
P♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st r❡♥❞✉❡ ♣❧✉s ❞é❧✐✲
❝❛t❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✜❜r❛t✐♦♥ ♥❡✉tr❡✳ ❉❛♥s ❬❚s✉✵✽❪ ❚s✉❥✐✐ ♠♦♥tr❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉❡
❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❛ss♦❝✐é ❛✉① s❡♠✐✲✢♦ts ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✷ ❡st
❣é♥ér✐q✉❡♠❡♥t é❣❛❧ à Λ−1/2 ♦ù Λ > 1 ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡ s✉s♣❡♥❞✉❡✱ ♠♦♥tr❛♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t ❧✬❡st✐♠é❡ ❞❡
❉♦❧❣♦♣②❛t✳ ■❧ ♣✉t ❡♥s✉✐t❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡❧❛ ❛✉ ✢♦ts ❆♥♦s♦✈ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t ❬❚s✉✶✶❪✳
❉❛♥s ❬❋❛✉✶✶❪ ❋❛✉r❡ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❚s✉❥✐✐ ♣♦✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❞✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①♣❛♥s✐✈❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♦♥ ❛❞❛♣t❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❋❛✉r❡ à ❧✬❡①❡♠♣❧❡
♥♦♥✲❛❜é❧✐❡♥ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ G = ❙❯(2)✱ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ s♦✉s ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ τ ✱ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✺✳ ●❛♣ s♣❡❝tr❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✈❡rs ❙❯(2) ❬❆r♥✶✷❪✳ ❙♦✐t
F̂τ : C
∞ (X × ❙❯(2))→ C∞ (X × ❙❯(2))
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❛ss♦❝✐é à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ✈❡rs SU(2) ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡ T :
X → X t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳ ❙♦✉s ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r τ ✭♣❛rt✐❡❧❧❡ ❝❛♣t✐✈✐té
❝❢✳ ❝❤❛♣✳ ✸✮✱ P♦✉r t♦✉t ρ > λ−dim(X)/2✱ ♦ù λ > 1 ❡st ❧❡ t❛✉① ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡ T ✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐ kˆ t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❥❡✉ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡s Φ,Ψ s✉✣s❛♠♠❡♥t
ré❣✉❧✐èr❡s✱ (
F̂nτΨ;Φ
)
L2(µˆ)
=
(
kˆnΨ;Φ
)
L2(µˆ)
+O(ρn),
♦ù µˆ := µ× λSU(2) ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❧✐ss❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s✉r X × ❙❯(2)✳
❈❡ rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ❝♦♥trô❧é❡ ♣❛r
✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐✱ ♠♦❞✉❧♦ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ρn ❛✈❡❝ 1 > ρ > λ−d/2✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡
❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❡t ❧❡
rô❧❡ ❥♦✉é ♣❛r ❧❛ ✜❜r❛t✐♦♥ ♥❡✉tr❡ ❞❡✈✐❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙ ❈❍❆❖❚■◗❯❊❙ ✷✶
P❡t❡r✲❲❡②❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ✲✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐✈❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✲ q✉❡
F̂τ =
⊕
α
❞✐♠C(Dα)⊕
i=1
Fˆα ✭✶✳✸✳✸✮
❛✈❡❝ Fˆα := F̂τ |L2(X)⊗Dα ❡t ♦ù Dα s♦♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✉♥✐t❛✐r❡s ✐rré✲
❞✉❝t✐❜❧❡s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ▲✐❡ ❝♦♠♣❛❝t G✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛❜é❧✐❡♥ G = ❯(1) ❝❡❧❛ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝
❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ ❝❡r❝❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s α ≡ ν ∈ Z ❡t✱ ❛❣✐s✲
s❛♥t s✉r C∞ (X)✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Fˆα ♣r❡♥♥❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❢❡rt à ♣♦✐❞s
❝♦♠♣❧❡①❡
Fˆνϕ = e
iντ (ϕ ◦ T ) . ✭✶✳✸✳✹✮
t❡❧s q✉❡ ❞é✜♥✐s ❡♥ ✭✵✳✵✳✷✮ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡✉①✲❝✐ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘✉❡❧❧❡ ✶✳✹
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡t ❧❡✉r s♣❡❝tr❡ ❡st ❞✐s❝r❡t ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ H−m (X)✳
❖♥ ♠♦♥tr❡r❛
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✻✳ ▲♦✐ ❞❡ ❲❡②❧ ❢r❛❝t❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❬❆r♥✶✷❪✳
P♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ m ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ν →∞✱ ∀δ > δ0
♯
{
λ
(ν)
i ∈ σ
(
Fˆν |H−m(X)
)
|
∣∣∣λ(ν)i ∣∣∣ ≥ ǫ} = O (νδ/2) ✭✶✳✸✳✺✮
♦ù d ≤ δ0 ≤ 2d ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r Fˆν s✉r ❧❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t T
∗X✳
❈❡ t②♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❝❤❛♦✲
t✐q✉❡ ❞❡♣✉✐s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❢♦♥❞❛t❡✉r ❞❡ ❙❥östr❛♥❞ ❡♥ ✶✾✾✵ ❬❙❥ö✾✵❪✳ ❯♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s
♣♦✉r ❧❡s ✢♦ts ❆♥♦s♦✈ ❢✉t ❞é❞✉✐t ♣❛r ❋❛✉r❡ ❡t ❙❥östr❛♥❞ ❞❛♥s ❬❋❙✶✶❪✳ Pr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s r❡st❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Fˆα ♦♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs à
♣♦✐❞s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭✶✳✸✳✹✮✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ q✉❡ ❧❡✉r s♣❡❝tr❡ ❡st ❞✐s❝r❡t ❞❛♥s
❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s H−m (X) ⊗ Dα✳ P♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♥♦♥✲❆❜é❧✐❡♥ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡
α ≡ j ∈ 12N ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡r❛ ❝♦♠♠❡♥t ét❡♥❞r❡ ❧❛ ▲♦✐ ❞❡ ❲❡②❧ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✼✳ ▲♦✐ ❞❡ ❲❡②❧ ❢r❛❝t❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✈❡rs ❙❯(2) ❬❆r♥✶✷❪✳
P♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ m ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ j →∞✱ ∀δ > δ0
♯
{
λ
(j)
i ∈ σ
(
Fˆj |H−m(X)⊗Dj
)
|
∣∣∣λ(j)i ∣∣∣ ≥ ǫ} = O (jδ/2) ✭✶✳✸✳✻✮
♦ù d+2 ≤ δ0 ≤ 2d+2 ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r Fˆj s✉r T
∗X × S2✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❯(1) ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛ss♦❝✐é à Fˆj ♥❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ ♣❧✉s
s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t ✿ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥ ❞❡ ❙❯(2) ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♠♣❛❝t S2✳ ❖♥ ❡①♣❧✐q✉❡r❛ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡t
❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛tt❡♥❞r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙ ❈❍❆❖❚■◗❯❊❙ ✷✷
▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ✢♦ts ❆♥♦s♦✈✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉❡ à ❙✐♥❛✐✱ ❇♦✇❡♥✱ P✉✐s P❛rr②✲
P♦❧❧✐❝♦tt ❡t ❘✉❡❧❧❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ❋❧♦ts ❆♥♦s♦✈ ❝♦♥s✐st❡✱ ❣râ❝❡ à ✉♥ s✉❜t✐❧ ❝♦❞❛❣❡ ♣❛r
♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❬P❨✾✽❜✱ ❝❤❛♣ ✹❪✱ à s❡ r❛♠❡♥❡r à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ s❡♠✐✲✢♦t ❝♦♥str✉✐t
❝♦♠♠❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡ ✭♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r à ❝❡ s✉❥❡t ❧✬❡①❝❡❧❧❡♥t
❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❆❧❞❡r ❡t ❋❧❛tt♦ ❬❆❋✾✶❪✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞ér❡ ❞♦♥❝ φt : Στ → Στ ✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡
T : X → X ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t♦✐t τ ∈ C∞ (X,R+) ❛✈❡❝ µ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❙❘❇ ❞❡ T
✭❝❢✳ ❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✮✳ ❉♦♥♥é❡s ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡s Ψ,Φ ✭s✉♣♣♦sé❡s ❞❡
♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ♣♦✉r dµds ♣❛r s✐♠♣❧✐❝✐té✮✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ CΨ,Φ(t) s✬é❝r✐t
CˆΨ,Φ(z) :=
ˆ ∞
0
e−izt
(ˆ
Στ
(Ψ ◦ φt)(x, s)Φ(x, s)dµds
)
︸ ︷︷ ︸
CΨ,Φ(t)
dt.
ρˆ ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ℑ(z) < 0✳ ❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ♠♦♥tr❡ q✉❡
CˆΨ,Φ(z) =
∞∑
n=0
ˆ
X
(
Fˆnz Ψz
)
(x)Φz(x)dµ
♦ù Ψz(x) :=
´ τ(x)
0 e
izsΨ(x, s)ds✱ ❡t Fˆzϕ = e
izτ (ϕ ◦ T )✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ δ > 0
t✳q✳ CˆΨ,Φ(z) ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ℑ(z) < δ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡
q✉❡ CΨ,Φ(t) ❞é❝r♦ît ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✈✐t❡✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞✉ s❡♠✐✲
✢♦t✳ ▲❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❘✉❡❧❧❡ s♦♥t ❧❡s ♣ô❧❡s ❞❡ CˆΨ,Φ(z))✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ z ❡st ✉♥❡ ♣ô❧❡ ♣♦✉r
CˆΨ,Φ(z) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ 1 ❡st ✉♥❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞❡ Fˆz ✭♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘✉❡❧❧❡
✶✳✹ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❬P♦❧✾✾❪✮✳
✶✳✹ ❈❤❛♦s q✉❛♥t✐q✉❡ ✿ rés♦♥❛♥❝❡s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡
▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ X ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✉✲
♥✐❢♦r♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❑♦❡❜❡✱ X ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ q✉♦t✐❡♥t
X = Γ\H2 ✭✶✳✹✳✶✮
♦ù H2 ❡st ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✽
H2 := {x+ iy ∈ C|y > 0}
♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ds2 = dx
2+dy2
y2
✳ ❉❛♥s ✭✶✳✹✳✶✮✱ Γ ⊂ SL(2,R) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞✬✐s♦♠étr✐❡s ❛❣✐ss❛♥t ❝♦♠♠❡ z 7→ az+b
b¯z+a¯
; |a|2 − |b|2 = 1✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡s s✉r❢❛❝❡s à ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡✱ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥✜♥✐✱ ❝♦♥✈❡①❡s ❝♦❝♦♠♣❛❝t❡s
✭✐✳❡✳ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡ ❧❡ ✢♦t ❣é♦❞és✐q✉❡ ❛❞♠❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ ❝♦♠♣❛❝t✮✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s
❧♦rsq✉❡ Γ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❙❝❤♦tt❦② ✿
✽✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r X ❝♦♠♠❡ ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞✉ ❞✐sq✉❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r
❞❡ H2 ♣❛r z : 7→ z−i
z+i
✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙ ❈❍❆❖❚■◗❯❊❙ ✷✸
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✽✳ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ Γ ❡st ❞❡ ❙❝❤♦tt❦② s✬✐❧ ❡st ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬é❧é♠❡♥ts
γj ∈ SL(2,R) ❀ j = 1, ..., 2r ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡♠✐✲❞✐sq✉❡s ♦✉✈❡rts
❞✬❛❞❤ér❡♥❝❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s {Dj} ❞❛♥s H2✱ ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① à ∂H2 ≃ R✱ ❡t t✳q✳ γj (Dj) = Cˆ/Dj+r✳
▲❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s γj s♦♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ✐♥st❛❜❧❡ ❞❛♥s Dj ❡t ✉♥
♣♦✐♥t ♣♦✐♥t ✜①❡ st❛❜❧❡ ❞❛♥s Dj+r✳ ▲❛ ré❣✐♦♥ D = H2−∪Dj ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧
♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Γ✳ ▲❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs γj ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❛♥s✐✈❡
✾
s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞❡♠✐ ♣❧❛♥ ✿
B : ∪jIj → ∪jIj ; Ij := Dj ∩ ∂H2
❛✈❡❝ B ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
B(x) := γj(x), ∀x ∈ Ij .
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ B ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲❙❡r✐❡s✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts x ∈ I := ∪jIj q✉✐ r❡st❡♥t ✐♥❞é✜♥✲
✐♠❡♥t ❞❛♥s I s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ B s❡ tr♦✉✈❡♥t s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❈❛♥t♦r Λ (Γ) ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ I ❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ δ < 1✳ ❯♥ rés✉❧t❛t ❝é❧è❜r❡ ❞❡ ❙❡r✐❡s ❬❙❡r✽✻❪
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ B ❝♦❞❡ ❧❡ ✢♦t ❣é♦❞és✐q✉❡ s✉r X✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♦r❜✐t❡s ♣ér✐✲
♦❞✐q✉❡s ❞❡ B : I → I s♦♥t ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜✐✲✉♥✐✈♦q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❢❡r♠é❡s
❡t ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
log
∣∣(Bn)′ (x)∣∣
♦ù x ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t s✉r ❧✬♦r❜✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡t n s❛ ♣ér✐♦❞❡✳
▲✬♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡♥ ❝❤❛♦s q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ∆X s✉r
❧❛ s✉r❢❛❝❡ Γ\H2✳ ▲❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ s♦♥ s♣❡❝tr❡ ❡st ✉♥ ❡♥❥❡✉ ❝❡♥tr❛❧ ❞✉ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❡t ♠❛tér✐❛❧✐s❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✭❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡
❘✐❡♠♠❛♥♥✮ ❧❡ ❝❤❛♦s q✉❛♥t✐q✉❡ ✭❧❡s ♦♥❞❡s s✉r X✮ ❡t ❧❡ ❝❤❛♦s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❧❡ ✢♦t ❣é♦❞és✐q✉❡
s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡✮✳
▲❡ s♣❡❝tr❡ L2 ❞❡ ∆X ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡
[
1
4 ,∞
)
❡t ❞❡ s♣❡❝tr❡ ♣♦♥❝t✉❡❧ ✜♥✐ ❞❛♥s (0, 14)✳ ▼❛③③❡♦ ❡t ▼❡❧r♦s❡ ❬▼▼✽✼❪ ♠♦♥trèr❡♥t ❞❛♥s ❧❡s
❛♥♥é❡s ✽✵ q✉❡ ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡
Rs := (∆X − s(1− s))−1 : L2 (X)→ L2 (X)
❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r
{ℜ(s) > 12} ❛❞♠❡t ✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ♠ér♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥
t❛♥t q✉✬♦♣ér❛t❡✉r L2comp(X) → L2loc(X)✳ ▲❡s ♣ô❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡
▲❛♣❧❛❝✐❡♥✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ ❘❡s(∆X) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ô❧❡s ❞❡ Rs ❛❧♦rs
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✾✳ ✭●✉✐❧❧♦♣é✲▲✐♥✲❩✇♦rs❦✐ ❬●▲❩✵✹❪✮✳ P♦✉r t♦✉t a > 0 ✜①é✱
♯
{
s ∈ ❘❡s(∆X) : ℜ(s) > −a, |ℑ(s)| < ~−1
}
= O(~−δ−1),
❧♦rsq✉❡ ~→ +∞✳
✾✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ B ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❛♥s✐✈❡ ✭❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ n ∈ N
t✳q✳ Bn s♦✐t ❡①♣❛♥s✐✈❡✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙ ❈❍❆❖❚■◗❯❊❙ ✷✹
❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❙✉r❢❛❝❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦❝♦♠♣❛❝t❡✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ❧❡ ♣❛✈❛❣❡ ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡s
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① s✉r ❧❡ ❞✐sq✉❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❉❛♥s ❝❡t
❡①❡♠♣❧❡ r = 2 ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲❙❡r✐❡s ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❈❛♥t♦r✳
❈✬❡st ❧❛ ❢❛♠❡✉s❡ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡②❧ ❢r❛❝t❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥✜♥✐❡ ♦ù ❧❛ ♣❛rt✐❡
✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
❙❥östr❛♥❞ s✉r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❝❤❛♦t✐q✉❡ ❬❙❥ö✾✵❪✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡✈r❛✐t
êtr❡ é❣❛❧❡ à ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
❛ss♦❝✐é✱ à s❛✈♦✐r ❧❡ ✢♦t ❣é♦❞és✐q✉❡ s✉r X✳ ❈❤❛q✉❡ ❣é♦❞és✐q✉❡ ❝❛♣té❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡❧❡✈é❡
s✉r H2 ❡t ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❝❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞é♣❛rt ❡t ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡♣✉✐s Λ(Γ)✳ ❘❡st❡ à
♣ré❝✐s❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❣é♦❞és✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ ❡st ❞♦♥❝ 2δ+2✱ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●✉✐❧❧♦♣é✲▲✐♥✲❩✇♦rs❦✐✳
■❧ ❡st ❝♦♥❥❡❝t✉ré q✉❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ✶✵✳
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❧✐❡♥ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ∆X ❡t ❧❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❢❡r♠é❡s
s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③êt❛ ❞❡ ❙❡❧❜❡r❣
ZX(s) :=
∞∏
n=0
∏
γp
(
1− e−(s+n)λ(γp)
)
✭✶✳✹✳✷✮
♦ù γp ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❣é♦❞és✐q✉❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r λ(γp)✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ tr❛❝❡ ❞❡ ❙❡❧❜❡r❣
✭❡①❛❝t❡ ❞❛♥s ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❬❇♦r✵✼❪✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ③ér♦s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛✉①
❞❡ ZX(s) ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♣ô❧❡s ❞❡ ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡ Rs✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❇♦✇❡♥✲s❡r✐❡s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ✢♦t ❣é♦❞és✐q✉❡ s✉r X✳ ❖♥ ♣♦s❡ τ = log |B′(x)| ♣♦✉r
❞é✜♥✐r
(Lsϕ) (x) =
∑
y∈B−1{x}
e−sτ(y)ϕ(y); u ∈ C(I); s ∈ C. ✭✶✳✹✳✸✮
q✉✐ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r à tr❛❝❡ ❧♦rsq✉❡ r❡str❡✐♥t à s♦♥ ❛❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❛♥✲
❛❧②t✐q✉❡s ❞❡ I✳ ❊♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ZX ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r
✶✵✳ ❉②❛t❧♦✈ ❡t ❉❛t❝❤❡✈ ♦♥ très ré❝❡♠❡♥t ét❡♥❞✉ ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✉① s✉r❢❛❝❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❤②♣❡r✲
❜♦❧✐q✉❡s ❬❑❉✶✷❪✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙ ❈❍❆❖❚■◗❯❊❙ ✷✺
❧✬✐❞❡♥t✐té ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❬PP✾✵❪ ✿
ZX(s) = det (I − Ls) . ✭✶✳✹✳✹✮
❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ rés✉❧t❛t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s❡♠✐✲✢♦ts ✿ ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥
s✉r X ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ s ∈ C t❡❧❧❡s q✉❡ Ls ❛❞♠❡tt❡ 1 ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✳
❈❡tt❡ ✐❞❡♥t✐té r❡st❡ ✈r❛✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❇♦✇❡♥✲s❡r✐❡s ❞♦✐t ❛❧♦rs êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss ❬▼❛②✾✶❪ ❬❆❋✾✶❪✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❢❡rts ❝♦♥str✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡
♠✐♠❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Ls ❞é✜♥✐s ❡♥ ✭✶✳✹✳✸✮✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛
✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✬❛❞❤ér❡♥❝❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s I = ∪Ii ❡t
φj,i : Ii → ✐♥t (Ij)
✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s C∞ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t❛♥t❡s✱ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡✉rs ✐♥✈❡rs❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡ ✉♥✐✈❛❧✉é❡
T : φ (I)→ I
❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❞♠❡t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t K ⊂ ✐♥t (I)✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ K ❡st
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❈❛♥t♦r✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s réè❧❧❡s ❧✐ss❡s s✉r I ✿ τ ❡t V ✱ ❡t
♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
Fˆ~,α : ϕ 7→ eiτ/~eαV ϕ ◦ T ; ~ > 0
❜✐❡♥ ❞é✜♥✐t s✉r C∞0 (I)✳ ▲✬❛❞❥♦✐♥t L2 ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Ls ❞é✜♥✐t ❡♥ ✭✶✳✹✳✸✮ ❡st ❞❡ ❝❡ t②♣❡
❛✈❡❝ T = B✱ τ = V = log |B′(x)|✱ ℜ(s) = 1 − α ❡t ℑ(s) = ~−1✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✹ q✉❡ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❘❡s
(
Fˆ~,α
)
❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s✉♣♣♦rté❡s s✉r K✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡
s✉r s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ τ ✭❝❢✳ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✵✮ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✵✳ ▲♦✐ ❞❡ ❲❡②❧ ❡t ●❛♣ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♦✉✈❡rts✳ P♦✉r
t♦✉t a > 0 ✜①é✱ s✐ δ0 ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞❡ K✱ ♣♦✉r t♦✉t δ > δ0✱ ❧♦rsq✉❡
~ց 0✱
♯
{
ζ ∈ ❘❡s
(
Fˆ~,α
)
: |ζ| > a,
}
= O
(
~−δ
)
,
❡t
sup
{
|ζ| : ζ ∈ ❘❡s
(
Fˆ~,α
)}
≤ exp
(
1
2
sup
µ∈MT
µ (2αV − J)
)
+ o(1),
♦ù MT ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s✉r K ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥
❞❡ T ❡t J = log |T ′| > 1✳
▲❡ ❣❛♣ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♥✬❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡s♣éré ét❛♥t ✿
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❉❨◆❆▼■◗❯❊❙ ❈❍❆❖❚■◗❯❊❙ ✷✻
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✳✶✶✳ ✭P♦❧❧✐❝♦tt✱ ❉♦❧❣♦♣②❛t ❬❉▼✾✽✱ ♣✳✾❪✮ ❧♦rsq✉❡ ~ց 0✱
sup
{
|ζ| : ζ ∈ ❘❡s
(
Fˆ~,α
)}
≤ exp
(
1
2
Pr (2 (αV − J))
)
+ o(1),
♦ù Pr ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✭❝❢✳ ✭✹✳✶✳✻✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳
❆♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦✇❡♥✲❙❡r✐❡s ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✶✷✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✳✶✶ ❡st ✈r❛✐❡✱ ❛❧♦rs ❧♦rsq✉❡ ℑ(s)ր +∞✱
sup {|ζ| : ζ ∈ ❘❡s (L∗s)} ≤ exp
(
1
2
Pr (−2ℜ(s)J)
)
+ o(1),
♦ù Ls ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ✭✶✳✹✳✸✮ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ✢♦t ❣é♦❞és✐q✉❡ s✉r ✉♥❡
s✉r❢❛❝❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦❝♦♠♣❛❝t❡ ❞♦♥♥é❡ X✳
P❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥ ❬❋❛❧✾✼❪✱
Pr (−δ0J) = 0
♦ù δ0 ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Λ (Γ) ⊂ ∂H2✳ ❆✈❡❝ ✭✶✳✹✳✹✮ ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❞❡ tr❛❝❡ ❞❡ ❙❡❧❜❡r❣✱ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✳✶✶ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❞✉
▲❛♣❧❛❝✐❡♥ s✉r X ❞❡ ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s à δ02 ❡st ✜♥✐✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❏❛❦♦❜s♦♥ ❡t ◆❛✉❞✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✵ ✭❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥❡♠❡♥t s✉r ❆r①✐✈✮ ❛ été ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ❋ré❞ér✐❝ ❋❛✉r❡ ✭■♥st✐t✉t ❋♦✉r✐❡r✱ ●r❡♥♦❜❧❡✮ ❡t ❚♦❜✐❛s ❲❡✐❝❤✱ ❡♥ t❤ès❡ à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té
❞❡ ▼❛r❜✉r❣ ✭❆❧❧❡♠❛❣♥❡✮✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
➱❧é♠❡♥ts ❞✬❛♥❛❧②s❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡
✑■❧ ② ❛ ❞✬✉♥ ❝ôté ❧❡ ❜✐❡♥✱ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❧❡ ♠❛❧ ❡t ❛✉ ❝❡♥tr❡✱ ✉♥❡ ❛r♠❡ ❛❜s♦❧✉❡ ❞✉
❜✐❡♥ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ♠❛❧✳✑ ✲▲✉❝ ❇❡ss♦♥ ✭▲❡ ❈✐♥q✉✐è♠❡ é❧é♠❡♥t✮✳
❉❛♥s ❝❡ ❝♦✉rt ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡
q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❢❡rts ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❖♣ér❛t❡✉rs ■♥té❣r❛✉①
❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭❖■❋✮ ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣s❡✉❞♦✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ✭P❉❖✮ à
❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❝♦♥s❛❝r❡ ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐✈❡ ✶✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r❛ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡
✜①❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s❛✈❡✉r ❞✉ t②♣❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧✬♦♥
♣♦✉rr❛ ❡s♣ér❡r ❞é❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳
✷✳✶ ❖♣ér❛t❡✉rs ~−Ps❡✉❞♦✲❉✐✛❡r❡♥t✐❡❧s
❊♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❧✬ét❛t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ✭♦✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✮ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ x ∈ Rd ❡t s❛ ✈✐t❡ss❡ v ∈ Rd ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ d = 3N s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡t ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ N ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❛♥s R3✮✳ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡ ♦♥ ♣ré❢èr❡ ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ♣❛r s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t s❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡✲
♠❡♥t ξ = mv✳ ❖♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ ξ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛✈❡❝ 12 〈ξ, v〉 ∈ R+✱
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s {(x, ξ)} ≃ R2d ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✜❜ré ❝♦t❛♥✲
❣❡♥t ∪xT ∗xRd ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s {x}✳ ❖♥ ♥♦t❡ π : T ∗Rd → Rd ❧❛ ♣r♦❥❡❝✲
t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ π : ρ = (x, ξ) 7→ x✳ ▲❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❡st ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ 1✲❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ θ q✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ t♦✉t s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t✱ ♣♦✉r
t♦✉t ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t X ∈ TρT ∗Rd
θ (X) := ξ (π∗X)
❡t q✉✐ s✬é❝r✐t ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s θ = ξdx :=
∑d
i=1 ξ
idxi✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs ω = dθ ❧❛ 2✲❢♦r♠❡
s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❡①❛❝t❡ ❡t ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❊♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ω = dξ∧dx =∑di=1 dξi∧
✶✳ ▲❡s ♦✉✈r❛❣❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♦♥t ❬❞❱✵✷❪ ❬❊❩✵✸❪ ❬●❙✾✹❪ ❬❍ör✽✺❪✳
✷✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱▲➱▼❊◆❚❙ ❉✬❆◆❆▲❨❙❊ ❙❊▼■❈▲❆❙❙■◗❯❊ ✷✽
dxi✳ ❯♥ ❢❛✐t r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❡st q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s(
R2d, ω
)
❡st ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ♣♦st✉❧❛ts ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡ ❬❆r♥✼✻❪✳
❙✐ f ∈ C∞ (R2d;R) ❡st ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭❡✳❣✳ ❧✬é♥❡r❣✐❡✮ ❛❧♦rs ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡
✈❡❝t❡✉r Xf ré❛❧✐s❛♥t
ω (Xf , .) = df
❣é♥èr❡ ❧❡ ✢♦t ❝❧❛ss✐q✉❡ ϕtf := e
tXf s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡t ♣rés❡r✈❡ ω✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡✲
♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡
P♦✐ss♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝r♦❝❤❡t
{f, g} := ω (Xf , Xg)
q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s q✉✬❡❧❧❡s ❣é♥èr❡♥t ✿
d
dt
(
g ◦ ϕtf
)
=
{
f, g ◦ ϕtf
}
.
❈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥✲
tr✐♥sèq✉❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s é✈♦❧✉❛♥t s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❘✐❡♠❛♥✐❡♥♥❡ X ✭❝✬❡st ❧❡
❝❛s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à n✲❝♦r♣s✮✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs ❛✉ ✜❜ré ❝♦t❛♥❣❡♥t
T ∗X✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❉❛r❜♦✉① ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ω = dθ s✬é❝r✐t t♦✉❥♦✉rs
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ dξ ∧ dx✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❖♣ér❛t❡✉rs ~−Ps❡✉❞♦✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ✭P❉❖✮ ♣❡✉t s❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦s❡r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥ts ❛❣✐ss❛♥t s✉r L2
(
Rd
)
✿ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❞❡
❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✭♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t L2 (X) ♦ù X ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ❘✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s✮✳
❆ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ f ∈ S (R2d) ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ s❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡②❧✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r s♦♥
❛❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡st ϕ ∈ S (Rd) ❝♦♠♠❡ ✿
❖♣w~ (f)ϕ(x) =
1
(2π~)d
ˆ
e
i
~
ξ(x−y)f
(
x+ y
2
, ξ
)
ϕ(y)dydξ ✭✷✳✶✳✶✮
∀~ > 0✳ f ❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❲❡②❧ ❞❡ ❖♣w~ (f) : S
(
Rd
) → S (Rd)✳ ❙✐ f ❡st à ✈❛❧❡✉rs
ré❡❧❧❡s✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à f
❡st ❣é♥éré❡ ♥♦♥ ♣❧✉s ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ♠❛✐s ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❖♣w~ (f) ❛✉ tr❛✈❡rs
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✭❝❢✳✭✷✳✶✳✾✮ ♣❧✉s ❜❛s✮✳ ❊♥ ♣❤②s✐q✉❡ ~ > 0 ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡
P❧❛♥❝❦ ❬▲▲✻✺❪❬❈❇❋❪✳ ❆ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ~ց 0 ♦♥ ❞♦✐t r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❍❛♠✐❧t♦♥♥✐❡♥♥❡
❣é♥éré❡ ♣❛r f ✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❙❝❤✇❛rt③ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❡♥ t❛♥t q✉✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜✲
s❡r✈❛❜❧❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✭✉♥❡ r❛✐s♦♥ é✈✐❞❡♥t❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ ‖ξ‖2 q✉✐ ❛♣rès q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✶✮ ❞❡✈✐❡♥t −~2∆✮✳
❯♥ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ st✐♣✉❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s à ❧❛ ❝❧❛ss❡
s✉✐✈❛♥t❡
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱▲➱▼❊◆❚❙ ❉✬❆◆❆▲❨❙❊ ❙❊▼■❈▲❆❙❙■◗❯❊ ✷✾
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❬❉❙✾✾❪✱ ♣♦✉r t♦✉t m ∈ R ❡t 0 ≤ µ < 12 ❧❛ ❝❧❛ss❡ Smµ
(
R2d
)
❡st ❝♦♥st✐t✉é❡
❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s (a~)~>0 ∈ C∞
(
R2d
)
t❡❧❧❡s q✉❡
∀α, β ∈ Nd; ∃Cαβ ;
∣∣∣∂αx ∂βξ a~(x, ξ)∣∣∣ ≤ Cαβ~−µ(|α|+|β|) 〈ξ〉m−|β| ✭✷✳✶✳✷✮
♦ù ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s Cαβ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡♥ ~ ❡t 〈ξ〉 =
√
1 + ‖ξ‖2✳ P♦✉r t♦✉t
(a~)~>0 ∈ Smµ
(
Rd
)
✱ (❖♣w~ (a~))~>0 ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❛❣✐ss❛♥t ❞❛♥s S
(
Rd
)
❡t
s✬ét❡♥❞❡♥t ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❡♥ ♦♣ér❛t❡✉rs S ′ (Rd)→ S ′ (Rd)✳ ❖♥ ♥♦t❡ OPSmµ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠✲
❜❧❡ ❞❡s ✭❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬✮ ♦♣ér❛t❡✉rs ✐ss✉s ❞❡ Smµ
(
R2d
)
✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r❢♦✐s S−∞µ
(
R2d
)
:=
∩m<0Smµ
(
R2d
)
✳
▲❛ ❝❧❛ss❡ Smµ
(
Rd
)
❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❥✉sq✉✬❛✉① é❝❤❡❧❧❡s
❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ P❧❛♥❝❦✳ ❖♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❞❡ t❡❧❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ❧♦✐ ❞❡ ❲❡②❧ ❢r❛❝t❛❧❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡
tr❛♥s❢❡rts✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♥♦t❡r❛✱ s❛✉❢ ❡♥ ❝❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✱ a à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ (a~)~>0 ♣♦✉r ❧❡s
s②♠❜♦❧❡s ❞❡ Smµ
(
R2d
)
❜✐❡♥ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♥ é❝r✐r❛ ❖♣w~ (a) ♣❧✉tôt q✉❡ ❖♣
w
~ (a~) ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡
OPSmµ ✳
✷✳✶✳✶ ❈♦♥t✐♥✉✐té ❞❛♥s L2
▲❡s s②♠❜♦❧❡s ❜♦r♥és ✭m = 0 ❞❛♥s ✭✷✳✶✳✷✮✮ s♦♥t q✉❛♥t✐✜és ❡♥ ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉s
♣❛r ✭✷✳✶✳✶✮✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❈❛❧❞❡ró♥✲❱❛✐❧❧❛♥❝♦✉rt ✿
▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳ ✭L2✲❝♦♥t✐♥✉✐té ❬❊❩✵✸✱ t❤♠✳ ✺✳✶❪ ✮✳ ❙✐ a ∈ S0µ
(
R2d
)
❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ~ ∈
(0, 1] , ❖♣w~ (a) s✬ét❡♥❞ ❡♥ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥t✐♥✉ s✉r L
2
(
Rd
)
✳ ▲♦rsq✉❡ ~→ 0 ✿
‖❖♣w~ (a)‖L2→L2 ≤ sup
~>0
‖a‖∞ +O
(
~1−2µ
)
. ✭✷✳✶✳✸✮
❊♥ ♦✉tr❡ s✐ |a(x, ξ)| → 0 ❧♦rsq✉❡ (x, ξ)→∞ ❛❧♦rs ∀~ ∈ (0, 1]✱
❖♣w~ (a) : L
2
(
Rd
)
→ L2
(
Rd
)
❡st ❝♦♠♣❛❝t ❬▼❛r✵✷❪✳
❙✐✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬êtr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ S0µ
(
R2d
)
✱ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ a s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
ré❣✉❧❛r✐té ❡♥ x ✿
∀α, β ∈ Nd; ∃Cαβ ;
∣∣∣∂αx ∂βξ a (x, ξ)∣∣∣ ≤ Cαβ~−µ(|α|+|β|) 〈x〉−|α| 〈ξ〉−|β| ✭✷✳✶✳✹✮
♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷ ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ q✉✐ ♣ré❝✐s❡ ❧✬✐❞é❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ s❡❧♦♥
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞♦♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❡st ♣❡t✐t ❤♦rs ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ ♣❤❛s❡ s♦♥t ❡✉①✲♠ê♠❡s q✉❛s✐✲❝♦♠♣❛❝t ✿
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱▲➱▼❊◆❚❙ ❉✬❆◆❆▲❨❙❊ ❙❊▼■❈▲❆❙❙■◗❯❊ ✸✵
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✸✳ ✭◗✉❛s✐✲❝♦♠♣❛❝✐té ❬❋❘❙✵✽✱ ♣✳✹✹❪✮✳ ❙♦✐t ~ ∈ (0, 1] ✜①é✳ ❙✐ a s❛t✐s❢❛✐t à
✭✷✳✶✳✹✮ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱
❖♣w~ (a) = kˆǫ + rˆǫ, ✭✷✳✶✳✺✮
❛✈❡❝ kˆǫ ❝♦♠♣❛❝t ❡t ‖rˆǫ‖ ≤ L+ ǫ✱ ♦ù
L~ = lim sup
|(x,ξ)|→∞
|a (x, ξ)|
❖♥ ❞✐t ❞❡ ❖♣w~ (a) q✉✬✐❧ ❡st q✉❛s✐✲❝♦♠♣❛❝t ❝❛r s♦♥ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡
❞✐sq✉❡ ❞❡ r❛②♦♥ L~ ❞❛♥s C✳
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛ss❡③ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ❛♥❛❧②s❡
s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❙✐ ✭✷✳✶✳✺✮ ❡st ✈r❛✐✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❖♣w~ (a) ❡st à s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
s♣❡❝tr❛❧ ❞é❧✐♠✐té ♣❛r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ L ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❋r❡❞❤♦❧♠
❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❝❡❧❛ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✭❧❡♠♠❡ ❆✳✶✮✳ Pr❡♥♦♥s ~ = 1✳ ❙♦✐t 0 ≤
χ(x, ξ) ≤ 1 ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐ss❡ ❞❡ R2d s✉♣♣♦rté ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ❡t é❣❛❧ ❛ 1 ❞❛♥s ✉♥❡
❜♦✉❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✳ P♦✉r t♦✉t ǫ > 0 ♦♥ ♥♦t❡ χǫ (ξ, x) := χ (ǫξ, ǫx)✳ ❖♥ é❝r✐t ❛❧♦rs a =
χǫa+(1− χǫ) a = kǫ+ rǫ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✭✷✳✷✮ ❖♣w1 (kǫ) ❡st ❝♦♠♣❛❝t ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✳
❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦té✱ s✐ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ (x, ξ)→ (xǫ := ǫx, ξǫ := ǫξ)✱ ❡♥
♣♦s❛♥t r (xǫ, ξǫ) := rǫ
(
ǫ−1xǫ, ǫ
−1ξǫ
)
✱ ♣❛r ✭✷✳✶✳✹✮∣∣∣∂αxǫ∂βξǫr∣∣∣ ≤ Cαβǫ−|β|−|α| 〈ǫ−1xǫ〉−|α| 〈ǫ−1ξǫ〉−|β| ≤ C˜αβ 〈xǫ〉−|α| 〈ξǫ〉−|β| .
r ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❛♥s S0
(
R2d
)
✈✐s à ✈✐s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡ ǫ✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡
s❛♥s ♣❡✐♥❡ q✉❡ ❖♣w1 (rǫ) = ❖♣
w
ǫ (r) , ❛✈❡❝ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✭✷✳✷✮✱ ‖❖♣wǫ (r)‖ ≤ L + O (ǫ)
❧♦rsq✉❡ ǫ→ 0✳
✷✳✶✳✷ ❆❧❣è❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ~✲P❉❖ ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡②❧ ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡t
❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s✱ q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣è❜r❡
❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡ C∞
(
R2d
)
✿
▲❡♠♠❡ ✷✳✹✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❬❋♦❧✽✽✱ ♣✳✶✵✾❪✳ ∀a ∈ Sm1µ
(
R2d
)
, b ∈ Sm2µ
(
R2d
)
❖♣w~ (a)❖♣
w
~ (b) ∈ OPSm1+m2µ ✭✷✳✶✳✻✮
❞é✜♥✐ss❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ▼♦②❛❧ a#b t✳q✳ ❖♣w~ (a)❖♣
w
~ (b) = ❖♣
w
~ (a#b)✳ ❖♥ ❛
a#b = ab mod ~1−2µSm1+m2µ
(
R2d
)
❛✈❡❝ ❞❡ ♣❧✉s ✿ ✭✷✳✶✳✼✮
[❖♣w~ (a),❖♣
w
~ (b)] = −i~❖♣w~ ({a, b}) mod ~2(1−2µ)OPSm1+m2−2µ ✭✷✳✶✳✽✮
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱▲➱▼❊◆❚❙ ❉✬❆◆❆▲❨❙❊ ❙❊▼■❈▲❆❙❙■◗❯❊ ✸✶
▲❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♠❛❥❡✉r❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❙✐ Ut ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
❞❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
i~∂tUt := ❖♣
w
~ (H)Ut, ✭✷✳✶✳✾✮
♦ù H ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ré❡❧✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t q✉❛♥t✐q✉❡ s♦♥t ❧✐é❡s ❛✉
♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♣❛r ❧❡ ❝é❧è❜r❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊❣♦r♦✈ ✿
▲❡♠♠❡ ✷✳✺✳ ❊❣♦r♦✈✳ ❬❊❩✵✸✱ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷❪✳ ∀a ∈ Smµ ✱ U−t❖♣w~ (a)Ut ∈ OPSmµ ❡t s♦♥
s②♠❜♦❧❡ ❡st a ◦ etXH ♠♦❞ ~1−2µSm−1µ
(
R2d
)
✱ ❛✈❡❝ etXH ❧❡ ✢♦t ❛✉ t❡♠♣s t ❣é♥éré ♣❛r ❧❡
❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ XH ✳
▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✉♥✐t❛✐r❡s Ut s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✷✳✶✳✾✮ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①
❞✬❖♣ér❛t❡✉rs ~−❋♦✉r✐❡r✲■♥té❣r❛✉① ✭❖■❋✮ ❬❉✉✐✼✸❪✳ ▲❡s ❖■❋s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❝♦♥✲
st✐t✉❡♥t ❡♥ ❝❡ s❡♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡s s②♠♣❧❡❝t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❛✲
t✉r❡❧❧❡✱ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ét❡♥❞r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣s❡✉❞♦ ❛✉① ✈❛r✐étés✱ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡✛❡t
❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s x 7→ y = f(x) s✉r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥ P❉❖✳ ❙✐ ϕ ❡st
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐ss❡ ❞❡ Rd ♦♥ ♣♦s❡ ϕ˜(y) = ϕ(x)✱ ✐✳❡✳ ϕ˜ = ϕ ◦ f−1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊❣♦r♦✈ ré♣♦♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✿ ♣❡✉t✲♦♥ é❝r✐r❡ ˜
(
❖♣w~ (a)ϕ
)
(y)
❝♦♠♠❡ ❖♣w~ (b)ϕ˜ (y) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s②♠❜♦❧❡ b (y, ζ) ❄
❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ F ❧❡ r❡❧❡✈é ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ f s✉r ❧❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t T ∗Rd ∼= R2d ✿
F : T ∗Rd → T ∗Rd
(x, ξ) 7→ (y = f−1(x), tDyf · ξ) ✭✷✳✶✳✶✵✮
❖♥ ❛ ❛❧♦rs
▲❡♠♠❡ ✷✳✻✳ ❊❣♦r♦✈ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❬▼❛r✵✷✱ ♣✳✶✺✵❪✳ ❙♦✐t Fˆ : ϕ 7→ ϕ ◦ f
♦ù f ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ C∞ ❞❡ Rd✳ P♦✉r t♦✉t a ∈ Smµ ✱ Fˆ−1❖♣w~ (a)Fˆ ∈ OPSmµ , ❡t s♦♥
s②♠❜♦❧❡ ❡st a◦F ♠♦❞ ~1−2µSm−1µ
(
R2d
)
✱ ❛✈❡❝ F ❧❡ r❡❧❡✈é ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ f s✉r ❧❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t
✭✷✳✶✳✶✵✮✳
❈❡ rés✉❧t❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉① ✈❛r✐étés s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛ss❡③
❞✐r❡❝t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s s❡♠✐✲❞❡♥s✐tés ❬❊❩✵✸✱ ❝❤❛♣✳ ✽❪✳
✷✳✶✳✸ ▲♦✐ ❞❡ ❲❡②❧ ❡t s②♠❜♦❧❡s à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝ts
❯♥ ❞❡s rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❲❡②❧ ♣♦✉r
❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❢❡rts✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❝✐ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ P❉❖ ❞♦♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❡st à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t
✭♠❛✐s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ~✮✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✼✳ ✭▲♦✐ ❞❡ ❲❡②❧ ❬❉❙✾✾✱ ♣✳ ✶✶✻❪✮ ❙♦✐t a = (a~)~>0 ∈ S−∞µ
(
R2d
)
✉♥ s②♠❜♦❧❡
ré❡❧ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✭♣♦✉r t♦✉t ~✮✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ∀~ > 0, Aˆ := ❖♣w~ (a~) ❡st ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱▲➱▼❊◆❚❙ ❉✬❆◆❆▲❨❙❊ ❙❊▼■❈▲❆❙❙■◗❯❊ ✸✷
❡t à tr❛❝❡ s✉r L2
(
Rd
)
✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ ❧♦rsq✉❡ ~→ 0 ✿
(2π~)d ♯
{
λ~i ∈ σ
(
Aˆ
)
| ∣∣λ~i ∣∣ ≥ ǫ} = Leb {(x, ξ) ; |a~| > ǫ}+
+o (Leb {(x, ξ) ; |a~| > 0}) .
✭✷✳✶✳✶✶✮
❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ❡sq✉✐ss❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ✭❖♥ ♣❡✉t ❧❡ ❞é❞✉✐r❡ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✾✳✻✳ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬❉❙✾✾❪ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ♣♦✉r ❧❡s
P❉❖s✮✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ s✉♣♣♦s♦♥s µ = 0 ❡t a ♣♦s✐t✐❢✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ 1[ǫ,∞)✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ [ǫ,∞)✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥
tr1[ǫ,∞)
(
Aˆ
)
= ♯
{
λ~i ∈ σ
(
Aˆ
)
|
∣∣∣λ~i ∣∣∣ ≥ ǫ}
P♦✉r t♦✉t δ > 0✱ s♦✐t f¯ ❡t f ❞❡✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré n = n(δ) s✬❛♥♥✉❧❛♥t ❡♥ ③ér♦ ❡t
❛♣♣r♦①✐♠❛♥t 1[ǫ,∞) s✉r [0; c]✱ ❛✈❡❝ c > sup ‖a~‖∞ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ∀t ∈ [0; c]
1[ǫ+δ,∞)(t)− δ ≤ f(t) ≤ 1[ǫ,∞)(t)
❡t
1[ǫ,∞)(t) ≤ f¯(t) ≤ 1[ǫ−δ,∞)(t) + δ
P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs f(Aˆ) ❡t f¯(Aˆ) s♦♥t ❞❡s P❉❖s ❞❛♥s OPS−∞
❞❡ s②♠❜♦❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① f(a) ❡t f¯(a).
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽✳ ❬▲❡r✶✵✱ ❊❩✵✸❪ ❙♦✐t Aˆ ∈ OPSm ❞❡ s②♠❜♦❧❡ a(x, ξ)✳ ▲❡ s✉♣♣♦rt ❡ss❡♥t✐❡❧
❞❡ Aˆ✱ ♥♦té ❡ss✉♣♣Aˆ, ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts (x, ξ) ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡sq✉❡❧s
∀N,
∣∣∣∂αx ∂βξ a(x, ξ)∣∣∣ ≤ Cα,β,N~N , ✭✷✳✶✳✶✷✮
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t P❉❖s Aˆ, ❡t Bˆ ✿
essuppAˆBˆ ⊆ essuppAˆ ∩ essuppBˆ. ✭✷✳✶✳✶✸✮
❉❡ ✭✷✳✶✳✶✸✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ N∗✱ ❡ss✉♣♣Aˆj ⊆ ❡ss✉♣Aˆ✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s
♣♦❧②♥ô♠❡s f¯ ❡t f ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ t❡r♠❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ♦♥ ❛ q✉❡ ❡ss✉♣f(Aˆ) ⊆ ❡ss✉♣Aˆ ⊆ s✉♣♣a
❡t ♠ê♠❡ ♣♦✉r f¯(Aˆ)✳ ❆✐♥s✐
f¯
(
Aˆ
)
= ❖♣w~
(
f¯(a~) + ~b¯~
)
❛✈❡❝ b¯~ ∈ S−∞ ❡t✱ ♣❛r ✭✷✳✶✳✶✷✮✱
∣∣b¯~∣∣ = O(~∞) ❤♦rs ❞❡ s✉♣♣a~✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❡♥ ♦✉tr❡ ♣♦✉r
t♦✉t p ∈ S0 ∩ L1 (R2)✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡①❛❝t❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ tr❛❝❡ ❞✉ P❉❖ ❛ss♦❝✐é à p ❬❉❙✾✾✱
♣✳ ✶✶✺❪ ✿
(2π~)d tr (❖♣w~ (p)) =
ˆ
p (x, ξ) dxdξ ✭✷✳✶✳✶✹✮
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱▲➱▼❊◆❚❙ ❉✬❆◆❆▲❨❙❊ ❙❊▼■❈▲❆❙❙■◗❯❊ ✸✸
❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ (2π~)d trf¯(Aˆ) =
´ (
f¯(a~) + ~b¯~
)
dxdξ. P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❛
(2π~)d trf¯(Aˆ) ≤ Leb {(x, ξ) ; |a~| > ǫ− δ}+
+(δ +On (~)) Leb {(x, ξ) ; |a~| > 0} ✭✷✳✶✳✶✺✮
❡t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡
(2π~)d trf(Aˆ) ≥ Leb {(x, ξ) ; |a~| > ǫ+ δ}+
− (δ +On (~)) Leb {(x, ξ) ; |a~| > 0} ✭✷✳✶✳✶✻✮
P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡t ❧❛ L2−❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ♣♦✉r t♦✉t ~ > 0 ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱
trf(Aˆ) ≤ tr1[ǫ,∞)(Aˆ) ≤ trf¯(Aˆ)
❆✈❡❝ ✭✷✳✶✳✶✺✮ ❡t ✭✷✳✶✳✶✻✮✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ~→ 0 ♣✉✐s n→∞ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✭✷✳✶✳✶✶✮✳
✷✳✷ P❛ss❛❣❡ ❛✉① ✈❛r✐étés
▲❛ ❝❧❛ss❡ Smµ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✷✳✶✳✷✮ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♦r✲
❞♦♥♥é❡s✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❧✐ss❡ ❝♦♠♣❛❝t❡X ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
d ❛✈❡❝ ✭✷✳✶✳✶✮ ♣r✐s ❡♥ ✉♥ s❡♥s ❧♦❝❛❧ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾✳ ❬❚❛②✾✻❜✱ ♣✳✸✵❪ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ Aˆ : C∞(X)→ C∞(X) ❡st ✉♥ P❉❖
❞❛♥s OPSmµ (T
∗X) s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❛t❧❛s s✉r X ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡s ❝❛rt❡s Uκ ❞❡ ❝❡t ❛t❧❛s✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ s②♠❜♦❧❡ aκ ∈ Smµ
(
R2d
)
t✳q✳ ♣♦✉r t♦✉t χ, χ′ ∈ C∞0 (Uκ)✱ s✐ κ∗ϕ = ϕ ◦ κ−1✱
χ′ · Aˆ · χ = χ′ (κ−1∗ ◦❖♣w~ (aκ) ◦ κ∗)χ ✭✷✳✷✳✶✮
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ s❡✉❧ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✬✉♥ P❉❖ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ s②stè♠❡
❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✲❬❚❛②✾✻❜❪ ❝❤❛♣✳ ✼ ❡t ❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❊ ❞❛♥s ❬❊❩✵✸❪✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊❣♦r♦✈
✭▲❡♠♠❡ ✷✳✻✮ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ✜❜ré
❝♦t❛♥❣❡♥t T ∗X ❞❡ X✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ❞♦♥♥é ✉♥ s②♠❜♦❧❡ a ∈ C∞ (T ∗X)✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ✿ {χκ} ⊂ C∞0 (Uκ) ❛✈❡❝
∑
κ∈F χ
2
κ = 1✱ ❡t F =
{
κ : Uκ → Rd
}
✉♥
❛t❧❛s ❞❡ X✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿
❖♣w~ (a) :=
∑
κ∈F
χκ
(
κ−1∗ ◦❖♣w~ (aκ) ◦ κ∗
)
χκ ✭✷✳✷✳✷✮
❡t ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ a ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ Smµ (T
∗X) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✭❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✮✱ ♣♦✉r t♦✉t
κ ∈ F
aκ(x, ξ) := a
(
κ−1(x), tDκ−1(x)κ · ξ
) ∈ Smµ (R2d) . ✭✷✳✷✳✸✮
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❖♣w~ (a) ❡st ✉♥ P❉❖ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ OPS
m
µ (T
∗X) ❞❡ s②♠❜♦❧❡ a✳
❆✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭✷✳✷✳✷✮✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡②❧ ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✼✮ s❡ tr❛❞✉✐t s❛♥s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
♣♦✉r ❖♣w~ (a) ♦ù a ∈ S−∞µ (T ∗X) ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ s✉r
❧❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❡st ❝❡❧✉✐ ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✬✉♥❡
é✈❡♥t✉❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡ ♠étr✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ♣❛r ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été X✱ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✳✺
s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ OPS0µ (T
∗X)✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ➱▲➱▼❊◆❚❙ ❉✬❆◆❆▲❨❙❊ ❙❊▼■❈▲❆❙❙■◗❯❊ ✸✹
✷✳✷✳✶ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬❊❣♦r♦✈ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❢❡rt
❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✻ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ ♦♥ ♣❡✉t à ♣rés❡♥t é♥♦♥❝❡r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊❣♦r♦✈ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡s s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❧✐ss❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ X✳ ❈❡❧❛
♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ✈♦✐r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❢❡rts ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❖■❋ ❛ss♦❝✐és à ❧❡✉r r❡❧❡✈é
❝❛♥♦♥✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✶✵✳ ❙♦✐t Fˆ : ϕ 7→ ϕ ◦ f ♦ù f ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ X✳ P♦✉r t♦✉t a ∈
Smµ (T
∗X)✱ Fˆ−1❖♣w~ (a)Fˆ ∈ OPSmµ (T ∗X) , ❡t s♦♥ s②♠❜♦❧❡ ❡st a ◦ F ♠♦❞ ~1−2µSm−1µ ✱
❛✈❡❝ F ❧❡ r❡❧❡✈é ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✭✷✳✶✳✶✵✮ ❞❡ f s✉r T ∗X✳
❙✐ T : X → X ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ s✐ T ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧♦❝❛❧
✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ T ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡✱ ❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✮ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞✬❊❣♦r♦✈ ♣❡✉t êtr❡ é♥♦♥❝é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ P❡rr♦♥✲❋r♦❜❡♥✐✉s Fˆ ∗ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡
Fˆ−1✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✶✳✸✳✶✮
▲❡♠♠❡ ✷✳✶✶✳ ❙♦✐t Fˆ : ϕ 7→ ϕ ◦ T ♦ù T ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡ X✳
P♦✉r t♦✉t a ∈ Smµ (T ∗X)✱ Fˆ ∗❖♣w~ (a)Fˆ ∈ OPSmµ (T ∗X) , ❡t s♦♥ s②♠❜♦❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✬é❝r✐t∑
y∈T−1{x}
|detDyT |−1a
(
y,tDyT · ξ
)
. ✭✷✳✷✳✹✮
❚r❛♥s♣♦rt ❞❡ ♣❛q✉❡t ❞✬♦♥❞❡s✳ P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✵✱
✐❧ ❡st ✐♥str✉❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❢❡rts s✉r
❧❡s ♣❛q✉❡ts ❞✬♦♥❞❡s✳ ❆ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❛♥s S (Rd)
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ♦✉ ♣❛q✉❡ts ❞✬♦♥❞❡s ❣❛✉ss✐❡♥s ✿
ϕ~(x,ξ)(y) := e
i
~
ξ·ye
−‖x−y‖2
2~ ; (x, ξ) ∈ R2d. ✭✷✳✷✳✺✮
❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✷ ♦♥ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞✬êtr❡ ❧♦❝❛❧✐sé❡s✱ ❧♦rsq✉❡ ~→ 0✱ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ x ∈ Rd
❡t ❧❡✉r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♣rès ❞❡ ~−1ξ ∈ (Rd)∗✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❞❡ t❡❧s ét❛ts s♦♥t
♠✐❝r♦✲❧♦❝❛❧✐sés ❡♥ (x, ξ) ❬❍❏✵✵❪✳
▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ~ ❛♣♣❛r❛ît ✐❝✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳
❙♦✐t f : Rd → Rd ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣♦✉r (x, ξ) ✜①é ❡t ❧♦rsq✉❡ ~→ 0✱ à
❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬ét❛ts ✿ ϕ~(x,ξ) ◦ f. ❈❧❛✐r❡♠❡♥t ϕ~(x,ξ) ◦ f s❡r❛ ❧♦❝❛❧✐sé ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ f−1(x)✳
❖♥ é✈❛❧✉❡ ❛❧♦rs I~ :=
〈
ϕ~(x,ξ) ◦ f ; , ϕ~(f−1(x),η)
〉
L2
q✉✐ s✬é❝r✐t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡
I~ =
ˆ
e
i
~
(ξ·f(y)−η·y)e
−1
2~
(‖x−f(y)‖2+‖f−1(x)−y‖2)dy.
P♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ~→ 0✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ φ(y) := ξ ·f(y)−
η · y ❞♦✐t êtr❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡♥ y = f−1(x)✳ ❊♥ ✐♥t❡r♣rét❛♥t ξ, η ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✶✲❢♦r♠❡s s✉r
Rd ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
φ(y) = ξ · f(y)− η · y ⇒ dφy(u) = ξ (Dyf(u))− η(u); ∀u ∈ TyRd,
✷✳ ∀~ > 0✱ {ϕ~(x,ξ); (x, ξ) ∈ R2d} ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ s✉r✲❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ L2 (Rd)✳
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⇒ dφf−1(x) = 0⇔ η =t Df−1(x)f · ξ.
❧✬ét❛t ϕ˜~F (x,ξ) := ϕ
~
(x,ξ) ◦ f ❡st ❞♦♥❝ ♠✐❝r♦✲❧♦❝❛❧✐sé ❡♥
F (x, ξ) :=
(
f−1(x),tDf−1(x)f · ξ
)
▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❡t✐t ♣❛r❛♠ètr❡ ~ ré✈è❧❡ ❧❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐❢ ❞❡s ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ✐♥❝❛r♥é ♣❛r ❧❡ r❡❧❡✈é ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ f s✉r ❧❡
❝♦t❛♥❣❡♥t ✭✷✳✶✳✶✵✮✱ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ 2−❢♦r♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❘✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ X✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❤❛✲
❜✐❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭❝❢ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❞❡ ❬❋❙✶✶❪✮✳
❉❛♥s ❞❡s ❝❛rt❡s✱ ❝❡s ét❛ts ♣r❡♥❞r♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✷✳✷✳✺✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ξ
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✶✲❢♦r♠❡ ♣r❡♥❞ t♦✉t s♦♥ s❡♥s ❝❛r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ s✉r ❧❡ ✜❜ré
✈❡❝t♦r✐❡❧ T ∗X✳
P♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✐❧ ❢❛✉t ✐♥t❡r♣rét❡r
❧❡s P❉❖ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❙✉r ✉♥ ♣❛q✉❡t
❞✬♦♥❞❡s t❡❧s q✉❡ ❞é✜♥✐t ❡♥ ✭✷✳✷✳✺✮✱ ✉♥ P❉❖ ❖♣w~ (a) ❛❣✐t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡
❖♣w~ (a) : ϕ
~
(x,ξ) 7→ a(x, ξ)ϕ~(x,ξ),
♠♦❞✉❧♦ ❞❡s t❡r♠❡s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ❧♦rsq✉❡ ~→ 0✳ P✉✐sq✉❡ ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ f tr❛♥s♣♦rt❡
ϕ~(x,ξ) ❡♥ ϕ˜
~
F (x,ξ)✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊❣♦r♦✈ s❡ s❝❤é♠❛t✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ s✐ Aˆ := ❖♣
w
~ (a)
ϕ~(x,ξ) Fˆ→
ϕ˜~F (x,ξ)
Fˆ−1AˆFˆ ↓ ↓ Aˆ
a ◦ F (x, ξ) ˜˜ϕ(x,ξ) Fˆ−1
←
a ◦ F (x, ξ)ϕ˜~F (x,ξ)
❈❡tt❡ ✐❞é❡ s✐♠♣❧❡ ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
❲❡②❧✱ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③ q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❛♥s s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❡s ♣❛q✉❡ts
❞✬♦♥❞❡s❬❋♦❧✽✽❪✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❋❇■ ❬▼❛r✵✷❪✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛ ré❝❡♠♠❡♥t
été ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣❛r ❚s✉❥✐✐ ❞❛♥s s♦♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛rt✐❝❧❡ ❬❚s✉✶✶❪ s✉r ❧❡s
✢♦ts ❆♥♦s♦✈ ❞❡ ❝♦♥t❛❝t✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❊①t❡♥s✐♦♥s ❝♦♠♣❛❝t❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❡①♣❛♥s✐✈❡s
✑▼♦st s♠❛rt ♣❡♦♣❧❡ t❡♥❞ t♦ ❢❡❡❧ q✉❡❛s② ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ t✉r♥s t♦ t♦♣✐❝s
❧✐❦❡ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❛t❤ ♦r t♦t❛❧ ❢❛✐❧✉r❡ ✭✳✳✳✮
◆♦t ♠❡✱ ■ ❛♠ ❝♦♠❢♦rt❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡s❡ t❤❡♠❡s✳✑ ✲❍✉♥t❡r ❙✳ t❤♦♠♣s♦♥✳
▲❡s s②stè♠❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s
❝❤❛♦t✐q✉❡s ❞✬✉♥ t②♣❡ ♣❧✉s s✉❜t✐❧ q✉❡ ❝❡✉① ✐ss✉s ❞✉ ❝❛❞r❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ❝❡s
❞❡r♥✐❡rs ét❛♥t à ❝❡ ❥♦✉r ❛ss❡③ ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r✐s✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ✜❜r❛t✐♦♥ ♥❡✉tr❡ q✉✐ ♣❡✉t r❛❧❡♥t✐r ❞r❛st✐q✉❡♠❡♥t ✲❡t ♠ê♠❡ ❡♠♣ê❝❤❡r✲ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐st✐q✉❡✳ ▲❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①♣❛♥s✐✈❡s ✈❡rs ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
▲✐❡ ❝♦♠♣❛❝ts ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬✉♥ t❡❧ t②♣❡ ✱ ♦ù
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡ rô❧❡ ❥♦✉é ♣❛r ❧❛ ✜❜r❛t✐♦♥
♥❡✉tr❡ ✲❧❡s ✜❜r❡s s♦♥t ✐❝✐ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ▲✐❡ ❞♦♥♥é ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❛❣✐t
✐s♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ✜❜r❡s✳
❙♦✐t (X, g) ✉♥❡ ✈❛r✐été ❘✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❧✐ss❡✱ ❝♦♠♣❛❝t❡✱ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t s❛♥s ❜♦r❞s ❞❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ d s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛❣✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ C∞ T : X → X ❡①♣❛♥s✐✈❡✳ ▲✬❡①♣❛♥s✐✈✐té
s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ λ > 1 t✳q✳ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X✱ u ∈ TxX✱
‖DxT · u‖ ≥ λ ‖u‖ . ✭✸✳✵✳✶✮
✭♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉r ❧❡ ✜❜ré t❛♥❣❡♥t TX ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r g✮✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡ ❞é✜♥✐t
✉♥ N r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡ X ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ N ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥✈❡rs❡s ✶{
T−1ǫ
}
, t✳q✳ T : T−1ǫ (X)→ X s♦✐t ✉♥ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣♦✉r t♦✉t ǫ = 1, ..., N ✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s
♣♦✉r ❞❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ❞✉ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐❢ ✶✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡
q✉❡ t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡ C∞ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❧✐ss❡ µ✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♠❡s✉r❡ ❙❘❇✱ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❛ ♠❡s✉r❡ ✈♦❧✉♠❡ m s✉r X ✳
✶✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥✈❡rs❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✐❧ s✉✣t q✉✬❡❧❧❡s
❡①✐st❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✳
✸✻
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❙♦✐t G ✉♥ ❣♦✉♣❡ ▲✐❡ ❝♦♠♣❛❝t ♠✉♥✐ ❞❡ s❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❍❛❛r ♥♦r♠❛❧✐sé❡ h✳ P♦✉r t♦✉t❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐ss❡ τ : X 7→ G✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ T̂τ : X×G→ X×G ❞✉ s②stè♠❡ ❡①♣❛♥s✐❢ (X,T )
s❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r
T̂τ (x, g) = (T (x), τ(x)g) ✭✸✳✵✳✷✮
❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ µˆ := µ×h ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s♦✉s T̂τ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳
❉❡♣✉✐s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❘✉❡❧❧❡✱ ❇♦✇❡♥ ♣✉✐s ❘✉❣❤ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡
st❛t✐st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❝❤❛♦t✐q✉❡s ❡st ❝♦♥trô❧é ♣❛r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt
Fˆτ : Ψ 7→ Ψ ◦ T̂τ , Ψ ∈ C∞ (X ×G) , ✭✸✳✵✳✸✮
r❡str❡✐♥t à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❞❛♣tés ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✮✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①❡✱ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♦ù ❛♥❛❧②s❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✲
✜❡r s♦♥ ét✉❞❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❡t❡r✲❲❡②❧ ❬❚❛②✾✻❛❪ ❞♦♥♥❡
L2 (G) =
⊕
α
DLα ⊗DRα ✭✸✳✵✳✹✮
♦ù DL,Rα s♦♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ♣♦✉r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❝t✐♦♥
à ❣❛✉❝❤❡ ❡t à ❞r♦✐t❡ ❞❡ G s✉r L2 (G)✳ P♦✉r G ≡ ❯(1)✱ ❝✬❡st t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ ❝❡r❝❧❡✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ✭✸✳✵✳✸✮ s✬ét❡♥❞ ❡♥
✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♥t✐♥✉ s✉r L2 (X ×G) = L2 (X)⊗L2 (G) ❡t ❛❣✐t ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❣❛✉❝❤❡ ❞❡ τ(x) s✉r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r L2 (G)✱ ❞♦♥❝ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t s✉r DRα ✱ ∀α✳ ✭✸✳✵✳✹✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿
F̂τ =
⊕
α
Fˆα ⊕ ...⊕ Fˆα︸ ︷︷ ︸
dimC(Dα) copies
✭✸✳✵✳✺✮
❛✈❡❝ Dα := DLα ❡t Fˆα := F̂τ |L2(S1)⊗Dα ✱ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ϕ : X → Dα ❝♦♠♠❡(
Fˆαϕ
)
(x) = τˆα(x)ϕ (T (x)) , ✭✸✳✵✳✻✮
♦ù τˆα(x) ❞é♥♦t❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s Dα ❞❡ τ(x) ∈ G✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Fˆα ✭✸✳✵✳✻✮ ❛❣✐ss❡♥t
♣❛r ❞✉❛❧✐té s✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s w ❞❡ D′ (S1)⊗Dα ❝♦♠♠❡(
Fˆαw
)
(ϕ¯) := w
(
Fˆ ∗αϕ
)
♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ϕ ∈ C∞ (X)⊗Dα ❡t ♦ù ❧✬❛❞❥♦✐♥t L2 ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉✬✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✲
✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ P❡rr♦♥✲❋r♦❜❡♥✐✉s à ♣♦✐❞s ❝♦♠♣❧❡①❡ ✿(
Fˆ ∗αϕ
)
(x) =
∑
y∈T−1{x}
|❞❡tDyT |−1 τˆα(y)∗ϕ(y). ✭✸✳✵✳✼✮
❛✈❡❝ τˆα(y)
∗ ❧✬❛❞❥♦✐♥t ✭♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥✮ ❞❛♥s Dα ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ τˆα(y)✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Fˆα ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥ s♣❡❝tr❡
❞✐s❝r❡t ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
H−m (X)⊗Dα
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♦ù H−m (X) ❞é♥♦t❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ✉s✉❡❧s✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❡♥s✉✐t❡✱ ❡♥ s❡ r❡str❡✐❣♥❛♥t ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ✲❯(1) ❡t ❙❯(2)✲
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❖■❋s ❡t ♦♥ ❡①❤✐❜❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❆❜é❧✐❡♥ ❝❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ s✉r ❧❡ ✜❜ré ❝♦t❛♥❣❡♥t
♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❆❜é❧✐❡♥ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛ss♦❝✐é ❛❞♠❡t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r
S2 ❡♥ ♣❧✉s ❞✉ ❝♦t❛♥❣❡♥t✳ ❖♥ ❡①♣❧✐q✉❡r❛ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ♦♥t ♣❡✉t ❡s♣ér❡r ❣é♥ér❛❧✐s❡r
❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛✉① ❛✉tr❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ▲✐❡ ❝♦♠♣❛❝ts✳
▲❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♠❡tt❡♥t ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t s♦♥t ❝♦♥✲
s❛❝ré❡s à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❣❛♣ s♣❡❝tr❛❧ ✭t❤é♦rè♠❡ ✸✳✾✮ ♣♦✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✈❡rs ❙❯(2), ♣✉✐s
à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡②❧ ❢r❛❝t❛❧❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✷✮✳
❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥t❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣✐st❡s q✉✬✐❧ r❡st❡ à ❛r♣❡♥t❡r ❡t
❧❡s q✉❡st✐♦♥s ❧❛✐ssé❡s s❛♥s ré♣♦♥s❡s✳
✸✳✶ ❙♣❡❝tr❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s
▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ✉s✉❡❧s H−m (X) ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❝♦♠♠❡
H−m (X) := Aˆ−1m
(
L2 (X)
)
; m ∈ R ✭✸✳✶✳✶✮
♦ù Aˆm := ❖♣
w
1 (Am) ❡t Am ∈ S−m0 (T ∗X) ❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❜♦r♥é ❞✬♦r❞r❡ −m
Am(ξ) = 1 s✐ ‖ξ‖ ≤ 1
= ‖ξ‖−m s✐ ‖ξ‖ ≥ 1 + η ✭✸✳✶✳✷✮
❛✈❡❝ η > 0 ✜①é ♠❛✐s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t ❡t ❖♣w1 ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡②❧ ❞é✜♥✐❡ ❡♥
✭✷✳✶✳✶✮✳ ▼✉♥✐s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡
〈ψ, ϕ〉H−m := 〈❖♣w (Am)ψ,❖♣w (Am)ϕ〉L2
❧❡s ❡s♣❛❝❡s H−m (X) s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳ ✭❘✉❡❧❧❡✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ▲✐❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡t Fˆα ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐t ❡♥
✭✸✳✵✳✺✮ ❡t ✭✸✳✵✳✻✮✳ ∀m, ∀α✱ Fˆα ❛❣✐t ❞❛♥s H−m (X)⊗Dα ❡t ❡st à s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❤♦rs ❞✬✉♥
❞✐sq✉❡ ❞❡ r❛②♦♥ rm := λ
−m(N/λd)1/2✱ ♦ù λ > 1 ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡
T : X → X✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Fˆα|H−m⊗Dα ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s r❡s♣❡❝t✐❢s
♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ m ❡t ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❘✉❡❧❧❡ ❞❡ Fˆα ✲ ❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘✉❡❧❧❡ ✶✳✹ ✭♦♥ s❡
ré❢èr❡ à ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❇ ♣♦✉r ❧❡s ❞ét❛✐❧s✮✳ ❋✐①♦♥s m ❡t α✳ P❛r ✭✸✳✶✳✶✮
H−m (X)⊗Dα =
(
Aˆ−1m ⊗ Iα
) (
L2 (X)⊗Dα
)
.
❈♦♥s✐❞ér♦♥s
Qˆm,α :=
(
Aˆm ⊗ Iα
)
Fˆα
(
Aˆ−1m ⊗ Iα
)
.
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❈❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ Fˆα ✭✸✳✵✳✻✮
♣♦✉r ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ T (x) = 2x ♠♦❞1 ❞✉ ❝❡r❝❧❡✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡
τ(x) = 12pi cos(2πx) ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ R/Z✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s α ≡ ν ∈ Z✳ ❆
❞r♦✐t❡ τ(x) = ei cos(2pix)J3eiθJ2ei cos(2pix)J3 ∈ ❙❯(2) ❛✈❡❝ iJl; l = 1, 2, 3 ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡
❡t θ 6= 0 ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s α ≡ j ∈ 12N✳ ❙✉r ❧❡s ❞❡✉① ✜❣✉r❡s✱ ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✐♥tér✐❡✉r
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❣❛♣ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✾ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ♥♦✐r à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡
1✳
◆♦t♦♥s τˆα ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ s✉r L
2 (X) ⊗ Dα ❞é✜♥✐t ♣❛r (τˆαϕ) (x) = τˆα(x)ϕ(x)✳ ❖♥
♣❡✉t ✈♦✐r τˆα ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ dimCDα ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢s ✭❞♦♥❝ ❞❡s P❉❖s ❞✬♦r❞r❡ ✵✮✳ ❙♦✐t
Pˆα := Qˆ
∗
m,αQˆm,α =
(
Aˆ−1m ⊗ Iα
)
Bˆα
(
Aˆ−1m ⊗ Iα
)
,
♦ù
Bˆα =
(
Fˆ ∗ ⊗ Iα
)
τˆ−1α
(
Aˆ2m ⊗ Iα
)
τˆα
(
Fˆ ⊗ Iα
)
= Fˆ ∗Aˆ2mFˆ ⊗ Iα + Cˆ2m−1,
❛✈❡❝ Cˆ2m−1 ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ dimCDα ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥t s♦♥t ❞❡s P❉❖s ❞✬♦r❞r❡
2m− 1 q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ τˆα ❡t
(
Aˆ2m ⊗ Iα
)
✱ ❡t
Fˆ : ϕ 7→ ϕ ◦ T, ϕ ∈ C∞ (X) ,
❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à T : X → X✳ P❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
Pˆα = Pˆ ⊗ Iα + Cˆ−1,
♦ù Pˆ ❡st ❝♦♠♠❡ ❡♥ ✭❇✳✵✳✹✮ ❡t ✭❇✳✵✳✺✮ ❡t Cˆ−1 ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ dimCDα ❞♦♥t ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥t s♦♥t ❞❡s P❉❖s ❞✬♦r❞r❡ −1 ❞♦♥❝ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♠♣❛❝t✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ t❡r♠❡
♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
❇✳✷ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❊❳❚❊◆❙■❖◆❙ ❈❖▼P❆❈❚❊❙ ❉✬❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙ ❊❳P❆◆❙■❱❊❙ ✹✵
✸✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s
❖♥ ❛ ❞é❝♦♠♣♦sé Fˆτ ❡♥ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs q✉❛s✐✲❝♦♠♣❛❝ts
{
Fˆα
}
✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r
❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❡♥ s❡ r❡str❡✐❣♥❛♥t à ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ▲✐❡ ✲❯(1) ❡t
❙❯(2)✲ q✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ α ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❢❛✐s❛♥t
❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Fˆα ❞❡s ~✲❖■❋ ❞✬✉♥❡ ♥❛t✉r❡ ♣❧✉s s✉❜t✐❧❡✱ ❡t ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s
s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❘✉❡❧❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ Fˆ ❛ss♦❝✐é à T : X → X✳
✸✳✷✳✶ ❈❛s ❆❜é❧✐❡♥
▲♦rsq✉❡ G ≡ ❯(1)✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✸✳✵✳✹✮ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ ❝❡r❝❧❡✱ ❡t α ≡ ν ∈ Z✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❢❡rts Fˆα ❞é✜♥✐s ❡♥ ✭✸✳✵✳✻✮
♣r❡♥♥❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡
Fˆν = e
iνΩFˆ ; ν ∈ Z, ✭✸✳✷✳✶✮
❛✈❡❝ Ω ∈ C∞(X)✳ Fˆν ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ~✲❖■❋✱ ❛✈❡❝ ν−1 ❞❛♥s ❧❡ rô❧❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡
s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡✳ Fˆ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ très s✐♠♣❧❡ ❞✬❖■❋ ❡st ❛ss♦❝✐é ❛✉ r❡❧❡✈é ❝❛♥♦♥✐q✉❡
✭❧❡♠♠❡ ✷✳✶✶✮
Fǫ : T
∗
xX → T ∗xǫX
ξ 7→ tDxǫT · ξ ; ǫ = 1, ..., N ✭✸✳✷✳✷✮
♦ù
{
xǫ = T
−1
ǫ (x)
}N
ǫ=1
❞é♥♦t❡ ❧❡s N ❛♥té❝é❞❡♥ts ❞✉ ♣♦✐♥t x ∈ X✳ ❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡✛❡❝✲
t✐✈❡ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ {ξ = 0} ≃ X✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ eiΩ/~
❝♦♥st✐t✉❡ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬~−❖■❋ ❡t ❡st ❛ss♦❝✐é ❛✉ ✢♦t ❛✉ t❡♠♣s 1 ✿
(x, ξ) 7→ (x, ξ + dΩ(x))
❣é♥éré ♣❛r ❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ Ω ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✺✮✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à Fˆν ❡st
♠✉❧t✐✲✈❛❧✉é❡ ❡t ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡
Fǫ : T
∗
xX → T ∗xǫX
ξ 7→ ξǫ := tDxǫT · ξ + dΩxǫ ; ǫ = 1, ..., N. ✭✸✳✷✳✸✮
▲❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ 1✲❢♦r♠❡ dΩ ❝♦♠♣❧✐q✉❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉r
T ∗X✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝♦♥t✐♥✉❡♥t ❞❡ ❢✉✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❝♦♥trô❧é❡ ✿
▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳ P♦✉r t♦✉t 1 < κ < λ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ R > 0✱ t❡❧ q✉❡
‖ξ‖ ≥ R⇒ ‖ξǫ‖ ≥ κ ‖ξ‖ ; ∀ǫ ∈ {1, ..., N} ✭✸✳✷✳✹✮
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t ǫ,
‖ξǫ‖ =
∥∥tDxǫT · ξ + dΩxǫ∥∥
≥ | ∥∥tDxǫT · ξ∥∥− ‖dΩxǫ‖ |
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ K ♣♦✉r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ T (x) = 2x ✭♠♦❞1) ❞✉ ❝❡r❝❧❡✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ τ ✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡
τ(x) = 12pi cos (2πx) ❡t à ❞r♦✐t❡ τ(x) =
1
2pi sin (2πx)✳ ❉❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ♥♦♠♠és ✑❆t✲
tr❛❝t❡✉rs s♦❧é♥♦ï❞❡❛✉①✑ s♦♥t ét✉❞✐és ❞❛♥s ❬❚s✉✵✶❪✳
P♦✉r ‖ξ‖ ≥ λ−1 supx ‖dΩx‖✱
‖ξǫ‖ ≥
∥∥tDxǫT · ξ∥∥− ‖dΩxǫ‖
≥ λ ‖ξ‖ − supx ‖dΩx‖
❛✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ κ < λ✱ ‖ξǫ‖ ≥ κ ‖ξ‖ s✐ ‖ξ‖ ≥ supx‖dΩx‖λ−κ =: R✳
■❧ s✉❜s✐st❡ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♣rès ❞❡ {ξ = 0} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❛❝t ♥♦♥✲✈✐❞❡ K ❞❡♣✉✐s
❧❡q✉❡❧ ❝❡rt❛✐♥❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ✲♣❛r♠✐ ❧❡s Nn ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t (x, ξ) ❞♦♥♥é✲ s♦♥t ❝❛♣tés✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t R > 0 ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❡t
Z :=
⋃
x∈X
{ξ ∈ T ∗xX | ‖ξ‖ ≤ R} , ✭✸✳✷✳✺✮
K ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝ts ❡♠❜♦îtés ✿
K :=
⋂
n≥0
(
F−1
)n
(Z) . ✭✸✳✷✳✻✮
♦ù F−1 : T ∗xX → T ∗T (x)X ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ✭✉♥✐✲✈❛❧✉é❡✮ ✿
F−1 : T ∗xX → T ∗T (x)X
ξ 7→ (tDxT )−1 · (ξ − dΩx)
P❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ K ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ♣❛r♠✐ ❧❡s Nn ❡st ❝❛♣té❡✳ ❖♥ ❛✉r❛
❜❡s♦✐♥ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s q✉✐ r❡st❡♥t
❞❛♥s Z ✿
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ✭♣❛rt✐❡❧❧❡ ❝❛♣t✐✈✐té❬❋❛✉✶✶❪✮ ❙♦✐t
N (n) = max
x∈X
max
ξ∈T ∗xX
♯ {Fn (ξ) ⊆ Z} ≤ Nn,
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s q✉✐ r❡st❡♥t ❞❛♥s Z ❛♣rès n ✐tér❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
s❡r❛ ❞✐t❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❛♣t✐✈❡ ss✐
lim
n→∞
log (N (n))
n
= 0. ✭✸✳✷✳✼✮
❚s✉❥✐✐ s✉ ♠♦♥tr❡r ❬❚s✉✵✽❪ q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❣é♥ér✐q✉❡ ✈✐s à ✈✐s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥ Ω✳ ✭♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❞✐♣❧ô♠❡ ❞❡ ❚♦❜✐❛s ❲❡✐❝❤ ❬❲❡✐✶✵❪ ♣♦✉r ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✮✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❝❛♣t✐✈✐té ♥✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣❛s ✈ér✐✜é❡ s✐ dΩ = 0
♠❛✐s ❛✉ss✐ s✐ Ω ❡st ✉♥ ❝♦✲❜♦r❞ ❝✬❡st ❛ ❞✐r❡ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ η ◦ T − η✱ ♣♦✉r η ∈ C∞ (X) ✭❝❢
❬❋❛✉✶✶❪ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❆✮✳ ❖♥ r❡✈✐❡♥❞r❛ s✉r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥✳
✸✳✷✳✷ ❈❛s ♥♦♥✲❛❜é❧✐❡♥ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡
▲♦rsq✉❡ G ≡ ❙❯(2)✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s Dα s♦♥t ✉♥✐✈♦q✉❡♠❡♥t ✐♥❞❡①és ♣❛r
❧❡✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❞✬✉s❛❣❡ ❞❡ ♣♦s❡r j ∈ 12N ❡t Dα ≡ Dj ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ dimCDj = 2j+1
❬❚❛②✾✻❛❪✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❢❡rts ♣r❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ❢♦r♠❡
Fˆj = τˆj
(
Fˆ ⊗ IDj
)
; j ∈ 1
2
N,
♦ù (τˆjϕ) (x) := τˆj(x)ϕ(x); ∀ϕ ∈ C∞(X)⊗Dj . ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛❜é❧✐❡♥✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ τˆj à ❞❡ ❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❖■❋ ❡t s✉r q✉❡❧ ❡s♣❛❝❡ s♦♥
é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❛❣✐r❛✐t✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ♦♥ ✈❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❡s ♣❛q✉❡ts
❞✬♦♥❞❡s s✉r C∞(X)⊗Dj ❡t ❡①❤✐❜❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ τˆj s✉r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✈❛s ✉t✐❧✐s❡r
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ▲✐❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✼✵ ♣❛r
P❡r❡❧♦♠♦✈ ❬P❡r✽✻❪✱ ❡t ●✐❧♠♦r❡ ❬●✐❧✼✹❪✳
✸✳✷✳✷✳✶ ➱t❛ts ❝♦❤ér❡♥t ❞❡ ❙❯(2)
❙❯(2) ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s 2× 2 s♣é❝✐❛❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ✐✳❡✳
❙❯(2) :=
{
g =
(
α β
−β¯ α¯
)
| |α|2 + |β|2 = 1
}
∼= S3. ✭✸✳✷✳✽✮
❙♦♥ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ su(2) ∼= R3 ❡st s♦✉s✲t❡♥❞✉❡ ♣❛r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs iJk = −12σk, k = 1, 2, 3✱
♦ù σk s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ P❛✉❧✐ ✿
σ1 =
(
0 1
1 0
)
; σ2 =
(
0 −i
i 0
)
; σ3 =
(
1 0
0 −1
)
.
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❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t Z = (Z1, Z2) ∈ C2 à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ 1 × 2✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ Z1, Z2 ✿
π : ❙❯(2)→ GL (C [Z1, Z2]) , (π(g)P ) (Z) := P (Zg) .
❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s Dj
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré 2j ∈ N ❀ ✐✳❡✳
Dj ≡
{
P ∈ C [Z1, Z2] |P (Z1, Z2) =
2j∑
k=0
akZ
k
1Z
2j−k
2 ; ak ∈ C
}
■❧ ② ❛ ❡♥ ♦✉tr❡ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ✉♥✐✈♦q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s s✉r C2 ❡t
❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r à 2j + 1 s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ P
(
C2
)
= P1 = S2. ❊♥
❡✛❡t✱
P (Z1, Z2) = Z
2j
2
2j∑
k=0
ak
(
Z1
Z2
)k
,
s✐ z = Z1Z2 ❞é♥♦t❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ stéré♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ Z s✉r P
1✱ à P ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ p(z) =∑2j
k=0 akz
k ❡t ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ r❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✬é❝r✐t
✭❬P❡r✽✻❪ ♣✳✺✽✮ ✿
〈p1, p2〉 = 2j + 1
π
ˆ
p1(z)p2(z)
(1 + |z|2)2j+2dz, ✭✸✳✷✳✾✮
❡t ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ s✉r Dj ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦♥ô♠❡s ♥♦r♠❛❧✐sés
pµ(z) := cµz
j+µ; cµ =
√
2j!
(j + µ)! (j − µ)! ; µ = −j, ..., j.
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ π à ❝❡tt❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ Dj ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❯(2) ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✸✳✷✳✽✮✱
(gˆjp) (z) = (βz + α¯)
2j p
(
R−1g z
)
; R−1g z :=
αz − β¯
βz + α¯
. ✭✸✳✷✳✶✵✮
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ é❧é❣❛♥t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡ ✿ Rg ❡st ❧❛
r♦t❛t✐♦♥ s✉r S2 ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r g ✈✉❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ stéré♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✭❝❢✳ ✜❣✳ ✸✳✸✮
✱ ❡t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ♠♦♥tr❡ q✉❡
(βz + α¯)2j = eijS(z,g) ✭✸✳✷✳✶✶✮
❛✈❡❝ S(z, g) ❧✬❛❝t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❧✐❜r❡ z 7→ Rgz s✉r S2 ❬P❡r✽✻✱ ♣✳ ✺✾❪ ✿
S(z, g) =
ˆ z
0
(
θ −R∗gθ
)
+ S(0, g),
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n n’
0
Rg
Rgzϕz(z
′)
gˆjϕz(z
′)
z
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ stéré♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ S2 s✉r C✳ Rg ∈ ❙❖(3) ❡st ❧❛ r♦t❛t✐♦♥
❡♥✈♦②❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t n ∈ S2 ❡♥ n′✳ ❙✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝✬❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ζ 7→
α¯ζ+β
α−β¯ζ ✳ ▲❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts s♦♥t ♠✐❝r♦✲❧♦❝❛❧✐sés s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ❡t s✉✐✈❡♥t ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✳
♦ù θ ❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
θ =
z¯dz
1 + |z|2 ⇒ dθ =
dz ∧ dz¯
(1 + |z|2)2 =: ωS2 .
❉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ gˆj ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
r♦t❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ Rg s✉r S
2✱ ❛✈❡❝ Dj ❝♦♠♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt q✉❛♥t✐q✉❡ ✷✳
❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s②♠❜♦❧✐q✉❡ s✉r Dj ✈✐❛ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❚♦❡♣❧✐t③ ✲♦✉ ❆♥t✐✲
❲✐❝❦✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉rs ❞❡ r❛♥❣ 1 s✉r Dj ♣❛r❛♠étrés ♣❛r
❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ P1✳ ◆♦t♦♥s π ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ Dj → P (Dj) , ❡t ♦♥ ♣♦s❡
E := {π (gˆjpj) ; g ∈ G; pj(z) = z2j} ⊂ P (Dj) , ✭✸✳✷✳✶✷✮
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞r♦✐t❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r 0 ❞❛♥s Dj ❣é♥éré ♣❛r ❧✬♦r❜✐t❡ ❞❡ pj ✳ ❈♦♠♠❡
(gˆjpj) (z) = β¯
2j
(
1 + ζ¯z
)2j
; ζ := −β
α¯
∈ P1,
♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ E ∼= P1 = S2✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❆ t♦✉t ζ ∈ P1 ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧✬ét❛t ❝♦❤ér❡♥t ♥♦té ϕζ ∈ Dj ❞é✜♥✐t ✸ ♣❛r
ϕζ(z) :=
(
1 + ζ¯z
)2j
✭✸✳✷✳✶✸✮
✷✳ ❊♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❝♦♠♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
s❡❝t✐♦♥s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s ❞✬✉♥ ✜❜ré ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❑ä❤❧❡r✳ ■❝✐ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré 2j s✉r C2 ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥s ❤♦❧♦♠♦r♣❤❡s ❞❡ H⊗2j → P1 ♦ù
H → P1 ❡st ❧❡ ❞✉❛❧ ❞✉ ✜❜ré t❛✉t♦❧♦❣✐q✉❡ L→ P1 ❬❲♦♦✾✷✱ ❋❛✉✵✼❪✳
✸✳ ϕζ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦r♠é✳
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❖♥ ♥♦t❡ |ζ〉 〈ζ| ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ❞❡ r❛♥❣ 1 ❛ss♦❝✐é ✹ ❙✐ n ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ S2 ❞♦♥t ❧❛
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ stéré♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✺ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ζ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r❢♦✐s ϕn ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ϕζ ❡t |n〉 〈n|
❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ |ζ〉 〈ζ| ✲❝❢✳ ✜❣✳✸✳✸✳
P❛r ✭✸✳✷✳✾✮ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ♠✐❝r♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts s✉r S2 ✿
|ϕζ(z)|2
‖ϕζ‖2
=
∣∣1 + zζ¯∣∣2j
(1 + |ζ|2)2j ,
❞✬♦r❞r❡ O(j−∞) ❧♦rsq✉❡ j ❛✉❣♠❡♥t❡ s✐ ζ 6= z ✲✜❣✳ ✸✳✸✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✭✸✳✷✳✶✵✮ ❡t ✭✸✳✷✳✶✶✮
♦♥ ❛ ❛✉ss✐ q✉❡
gˆj :
(
1 + ζ¯z
)2j 7→ (α¯− βζ¯)2j (1 + zRgζ)2j ,
❧❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts é✈♦❧✉❡♥t ❛✐♥s✐ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s✉r P1 = S2 ✿
π (gˆjϕζ) = π
(
ϕRgζ
)⇔ gˆj |ζ〉 〈ζ| gˆ−1j = |Rgζ〉 〈Rgζ| ; ∀g ∈ ❙❯(2), ζ ∈ P1.
❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r s✉✐✈❛♥t✱ ❛❣✐ss❛♥t s✉r Dj
ˆ
SU(2)
gˆj |0〉 〈0| gˆ−1j dg =
ˆ
C
|ζ〉 〈ζ| dζ
(1 + |ζ|2)2 =
1
4
ˆ
S2
|n〉 〈n| dn
❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❝❤✉r ❧✉✐ ✐♠♣♦s❡ ❞✬êtr❡ ✉♥
♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té IDj ✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞♦♥♥❡ ✲❬P❡r✽✻❪ ♣✳ ✻✸ ✿
2j + 1
4π
ˆ
S2
|n〉 〈n| dn = IDj . ✭✸✳✷✳✶✹✮
❈✬❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts✳ ❈❡❧❛ s✉❣❣èr❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ✿
❖♣AWj :
{
C∞(S2) → ❊♥❞(Dj)
a(n) 7→ 2j+14π
´
S2 a(n) |n〉 〈n| dn.
✭✸✳✷✳✶✺✮
tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐ss❡s ❞❡ S2 ❡♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ Dj ✳ ❈✬❡st ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ P1 = S2✳ ❉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳ ✭❈❛❤❡♥✲●✉tt✲❘❛✇♥s❧❡② ❬▼❈❘✾✸❪✮✳ P♦✉r t♦✉t a, b ∈ C∞ (S2)✱
❖♣AWj (a)❖♣
AW
j (b) = ❖♣
AW
j (a♮b); avec a♮b = ab+O
(
j−1
)
. ✭✸✳✷✳✶✻✮
❉❡ ♣❧✉s✱
− ij [❖♣AWj (a),❖♣AWj (b)] = ❖♣AWj ({a, b}ω
S2
) +OEnd(Dj)
(
j−1
)
. ✭✸✳✷✳✶✼✮
✹✳ Pr♦❥❡t❛♥t s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré 2j ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❛❝✐♥❡ ❡♥ ζ ∈ C✳
✺✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ pj ≡ ϕ∞✳
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▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐ts ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡t ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ s✉r
❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣✉✐sq✉❡
gˆ−1j ❖♣
AW
j (a)gˆj = ❖♣
AW
j (a ◦Rg),
❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥❛t✉r❡❧s ❞✬❖■❋ ❞❛♥s
❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs é❝r✐r❡ gˆj = e
iu·Jˆ ♦ù u ∈ R3 ❡t Jˆ = (Jˆ1, Jˆ2, Jˆ3)✱ ❛✈❡❝ Jˆk ❧❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞✉ ❣r♦✉♣❡✳ ❖♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r
u · Jˆ = j ·❖♣AWj
(
u · n+O(j−1)) ✭✸✳✷✳✶✽✮
♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ✢♦t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❛✉ t❡♠♣s 1 s✉r S2 ❣é♥éré ♣❛r u · n ✭éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❇❧♦❝❤✮
❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ Rg t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✸✳✷✳✶✵✮✳
✸✳✷✳✷✳✷ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
❖♥ ♣❡✉t à ♣rés❡♥t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s é❧❛r❣✐
(M,ωM ) :=
(
T ∗X × S2;ωT ∗X + ωS2
)
✭✸✳✷✳✶✾✮
❛ss♦❝✐❛♥t à t♦✉t❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ a ∈ C∞0 (M) ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡
❖♣~,j (a) := ❖♣
w
~ ⊗❖♣AWj (a) : C∞(X)⊗Dj → D′(X)⊗Dj , ✭✸✳✷✳✷✵✮
❛✈❡❝ ❖♣w~ ; ~ > 0 ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡②❧ ✭✷✳✶✳✶✮ s✉r T
∗X✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t
~ ≡ 1
j
♦♥ ♠✉♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s P❉❖ ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ✭✸✳✷✳✷✵✮ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥❞✉✐s❛♥t
s✉r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦r♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡
t♦t❛❧❡
ωM = ωT ∗X + ωS2 .
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ ♣♦✉r t♦✉t a, b ∈ C∞0 (M)
aˆ~(n) := ❖♣
w
~ (a (.;n)) ∈ OPS−∞ (T ∗X)
❛❧♦rs ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✱ ♦♥ ❛
❖♣~,j (a)❖♣~,j (b) = ❖♣
AW
j (aˆ~)❖♣
AW
j
(
bˆ~
)
= ❖♣AWj
(
aˆ~♮j bˆ~
)
❛✈❡❝
aˆ~♮j bˆ~(n) = aˆ~(n)bˆ~(n) +
i
2j
fAW
(
aˆ~, bˆ~
)
(n) +O (j−2)
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♦ù fAW ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ 2 ❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ n ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
fAW (a, b)− fAW (b, a) = 2 {a, b}ω
S2
.
❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹ ♦♥ s❛✐t q✉❡
aˆ~(n)bˆ~(n) = ❖♣
w
~ (a (.;n)#~b (.;n))
❛✈❡❝
a (.;n)#~b (.;n) = a (.;n) b (.;n) + i
~
2
{a (.;n) , b (.;n)}ωT∗X +O
(
~2
)
P♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① très ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ~ = j−1✱ ♦♥ ❛
❖♣j−1,j (a)❖♣j−1,j (b) = ❖♣j−1,j (ab)+
+
i
2j
❖♣j−1,j
(
{a (.;n) , b (.;n)}ωT∗X + f
AW (a, b)
)
+O (j−2)
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
−ij [❖♣j−1,j (a) ,❖♣j−1,j (b)] = ❖♣j−1,j ({a, b}ωT∗X + {a, b}ωS2)+O (j−1) .
❆✐♥s✐✱ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❖♣j ≡ ❖♣j−1,j
♦❜é✐t ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ✿ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① P❉❖s ❡st ✉♥ P❉❖ ❞♦♥t
❧❡ s②♠❜♦❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ❞✉
❝♦♠♠✉t❛t❡✉r ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❝r♦❝❤❡t ❞❡ P♦✐ss♦♥ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s✳
❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ τˆj ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❖■❋ ❞❡ t②♣❡
✭✷✳✶✳✾✮✳ ❈♦♠♠❡ ❙❯(2) ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ τˆj(x) = e
iΩx·Jˆ ❛✈❡❝ Ω ∈
C∞(X;R3) ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❧✐ss❡ s✉r X✳
P❛r ✭✸✳✷✳✶✽✮✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✷✳✷✵✮ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ τˆj = e
ijOpj(a) ❛✈❡❝
a(x,n) = Ωx · n + O(j−1). ❈✬❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❖■❋ ❛ss♦❝✐é
❛✉ ✢♦t ❛✉ t❡♠♣s 1 ❣é♥éré ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r q✉✐ s✬é❝r✐t ✿
x˙ = 0; ξ˙ = dΩx · n; n˙ = Ωx ∧ n.
P❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ✢♦t ❛✉ t❡♠♣s 1
(x, ξ,n) 7→ (x, ξ + hx,n, Rτ(x)n) , ✭✸✳✷✳✷✶✮
❛✈❡❝ hx,n := n ·
´ 1
0 R˜−tΩxdΩxdt✱ ♦ù R˜u ❞é♥♦t❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞❛♥s R
3 ❞✬❛①❡ u✳ ❆✈❡❝ ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❈❛♠♣❜❡❧❧✲❍❛✉s❞♦r✛ ✭❬❚❛②✾✻❛❪ ♣✳ ✺✹✶✮ ❡t ❧✬❡q✳✭✹✳✸✳✶✽✮ ♣✳✻✷ ❞❛♥s ❬P❡r✽✻❪ ♦♥
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♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✻
hx,n = (ij)
−1 〈ϕn|
(
τˆ−1j dτˆj
)
(x) |ϕn
n
〉 / 〈ϕn, ϕn〉 ∈ T ∗xX, ✭✸✳✷✳✷✷✮
❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❲✐❝❦ ❬▼❈❘✾✸❪ ❞❡
(
τ−1dτ
)
(x) ∈ su(2) ⊗ T ∗xX✳ r❡✈❡♥❛♥t à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
Fˆj = τˆj
(
Fˆ ⊗ IDj
)
♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬✐❧ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❖■❋ ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉é❡ s✉r M ✿
Fǫ : T
∗
xX × S2 −→ T ∗xǫX × S2
(ξ,n) 7−→ (tDxǫT · ξ + hxǫ,n , Rτ(xǫ)n) ✭✸✳✷✳✷✸✮
❛✈❡❝ ǫ = 1, ..., N. ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❯(1) ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛ss♦❝✐é à Fˆj ♥❡ s✬❡❢✲
❢❡❝t✉❡ ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t ✿ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥ ❞❡ ❙❯(2) ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡
✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❝♦♠♣❛❝t S2✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉r T ∗X r❡st❡
♥é❛♥♠♦✐♥s très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞é❞✉✐t❡ ❡♥ ✭✸✳✷✳✸✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♠✉t❛t✐s ♠✉t❛♥❞✐s✱ ♦♥
♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷ ✿
▲❡♠♠❡ ✸✳✻✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ ξǫ := tDxǫT · ξ + hxǫ,n✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t 1 < κ < λ✱ ✐❧ ❡①✐st❡
R > 0✱ t✳q✳ ♣♦✉r t♦✉t ǫ ∈ {1, ..., N}✱
‖ξ‖ ≥ R⇒ ‖ξǫ‖ ≥ κ ‖ξ‖ . ✭✸✳✷✳✷✹✮
■❧ ❡①✐st❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ K q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡✱ ♣❛rt❛♥t ❞✉
❝♦♠♣❛❝t
Z :=
⋃
x∈X
{ξ ∈ T ∗xX | ‖ξ‖ ≤ R} × S2, ✭✸✳✷✳✷✺✮
✻✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♣❛s s✉r♣r❡♥❛♥t s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ♣❛r τˆj ❞❡ ♣❛q✉❡ts ❞✬♦♥❞❡s ✭♥♦r♠❛❧✐sés✮
❣é♥ér❛❧✐sés ϕx,ξ,n := ϕx,ξ ⊗ ϕnn ❛✈❡❝ ϕx,ξ ✉♥ ♣❛q✉❡t ❞✬♦♥❞❡s ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r j−1/2 s✉r X ♣r❡♥❛♥t
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✷✳✷✳✺✮✳ P❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠✐❝r♦✲❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥t ❡t ❞❡s ♣❛q✉❡ts
❞✬♦♥❞❡s ❣❛✉ss✐❡♥s✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
〈
ϕy,η,n′ |τˆjϕx,ξ,n
〉
L2(X)⊗Dj
:=
ˆ
X
ϕy,η(z)ϕx,ξ(z) 〈ϕnn|τˆj(z)ϕnn〉 dm(z)
s❡r❛ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ j →∞ s✐ y 6= x ❡t s✐ y = x ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ s✐ n′ 6= Rτ(x)n✳ ▲♦❝❛❧❡♠❡♥t
∣∣∣〈ϕy,η,Rτ(x)n′ |τˆjϕx,ξ,n
〉∣∣∣ ≃
∣∣∣∣
ˆ
Rd
e
−j‖x−z‖2
e
ij(ξ·z−η·z) 〈
ϕ
n
n
|τˆj(x)−1τˆj(z)ϕnn
〉
dm(z)
∣∣∣∣
〈
ϕn
n
|τˆj(x)−1τˆj(z)ϕnn
〉
❡st ♠❛①✐♠❛❧ ❡t é❣❛❧ à 1 ♣♦✉r z = x✳ ❙✐ ♦♥ é❝r✐t ❝❡ t❡r♠❡ ❝♦♠♠❡ ρ(z)eijψ(z) ❛❧♦rs ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ s✐
ξ − η + dψ(x) 6= 0.
❛✈❡❝
dψ(x) = (ij)−1 〈ϕn
n
| (τˆ−1j dτˆj) (x) |ϕnn〉 .
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0
0 0
n2
n
n1
x x1
x2
F1
F2
X
X
X
F−1
F−1
T ∗x1X
S2
T ∗xX
ξ2
ξ1
T ∗x2X
ξ
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉r M ✱ ❧♦rsq✉❡ X = T2✱ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉é❡ F ❛ss♦❝✐é❡ à Fˆj ✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ K ♣♦✉r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ T (x) =
2x ✭♠♦❞1) ❞✉ ❝❡r❝❧❡✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ τ ✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡ τ(x) = ei cos(2pix)J3 ❛✈❡❝
J3 ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡s r♦t❛t✐♦♥s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛①❡ ✈❡rt✐❝❛❧✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s τ ❡♥✈♦✐❡ X = S1 ✈❡rs ✉♥
s♦✉s ❣r♦✉♣❡ ❯(1) ❞❡ ❙❯(2)✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t❡ s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ♥✬❡st ♣❛s tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❧❛✐ss❡
✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❧❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s à ❧✬éq✉❛t❡✉r✳ ❆✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡❧✉✐ ❛ss♦❝✐é ❛ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ T ❛✈❡❝ τ(x) = 12pin3 cos(2πx)✳ ❈❡s ❡♥s❡♠✲
❜❧❡s ❞é❣é♥èr❡♥t ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❧✬éq✉❛t❡✉r ❡t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡
❝❛♣t✐✈✐té✳ ❙✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ♦♥ ❜r✐s❡ ❝❡tt❡ ❞é❣é♥éré❝❡♥❝❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t τ(x) = ei cos(2pix)J3+i0.2 cos(2pix)J1 ✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❊❳❚❊◆❙■❖◆❙ ❈❖▼P❆❈❚❊❙ ❉✬❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙ ❊❳P❆◆❙■❱❊❙ ✺✵
❝♦♠♠❡ ✿
K :=
⋂
n≥0
(
F−1
)n
(Z) . ✭✸✳✷✳✷✻✮
♦ù
F−1 : T ∗xX × S2 −→ T ∗T (x)X × S2
(ξ,n) 7−→
((
tDxT
)−1
(ξ − hx,R−1
τ(x)
n
) , R−1τ(x)n
)
✲❝❢✳ ✜❣✳ ✸✳✺✳ ❉❡♣✉✐s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❛♥s K✱ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ♣❛r♠✐ ❧❡s Nn ❡st ❝❛♣té❡✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛❜é❧✐❡♥ ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Fǫ ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❛♣t✐✈❡ s✐ ❧❛
♣❧✉s ♣❛rt ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ✐ss✉❡s ❞❡ K s✬é❝❤❛♣♣❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ✭❞❡❢✳
✸✳✸✮✳
✸✳✷✳✷✳✸ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✬❊❣♦r♦✈ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♥♦♥✲❆❜é❧✐❡♥
❆✈❡❝ j−1 ❞❛♥s ❧❡ rô❧❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡ ♦♥ ❞é✜♥✐ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s
s✉r M s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✷✳✶✳✷✮ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼✳ P♦✉r t♦✉t m ∈ R ❡t 0 ≤ µ < 12 ✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t✱
♥♦té Smµ (M)✱ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s aj ∈ C∞ (M) q✉✐✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X✱
s❛t✐s❢♦♥t ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❧♦❝❛❧❡s Ux × Rd × Un; Ux ⊂ Rd, Un ⊂ R2✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
|∂αx ∂βξ ∂γnaj (x, ξ,n) | ≤ Cαβγjµ(|α|+|β|+|γ|) 〈ξ〉m−|β| . ✭✸✳✷✳✷✼✮
❖♥ ♥♦t❡r❛ OPSmµ (M) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r C∞ (X)⊗Dj ❛ss♦❝✐és ❛✉①
s②♠❜♦❧❡s ❞❡ Smµ (M) ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✳✷✵✮✳
❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊❣♦r♦✈ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
▲❡♠♠❡ ✸✳✽✳ ∀a ∈ Smµ (M) , Fˆ ∗j ❖♣j (a) Fˆj ∈ OPSmµ (M) ❡t s♦♥ s②♠❜♦❧❡ s✬é❝r✐t✱ ❛✈❡❝ Fǫ
❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✸✳✷✳✷✸✮✱ ❝♦♠♠❡
N∑
ǫ=1
|detDT |−1 a ◦ Fǫ mod j2µ−1Sm−1µ (M) . ✭✸✳✷✳✷✽✮
✸✳✷✳✸ ❈♦♠♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧
▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s✬ét❡♥❞ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❛ss❡③ ❞✐r❡❝t❡ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧ ✭❬P❡r✽✻❪ ❝❤❛♣✳ ✷✮✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ▲✐❡
❝♦♠♣❛❝t ❡t D ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ G✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r u ❞❛♥s D ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡
E = {π (gˆu) ; g ∈ G}
❞❡ P(D)✳ E ✐s ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ G/H ♦ù H ❡st ❧❡ s♦✉s ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐s♦tr♦♣✐❡
❞❡ π(u)✳ ❙✐ u ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ✭❬●❙✽✹❪ ♣✳ ✶✻✽✮ ♦♥ s❛✐t ♠♦♥tr❡r q✉❡ E
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❤ér✐t❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❑ä❤❧❡r✐❡♥♥❡ ❞✉ ♣r♦❥❡❝t✐❢ P(D)✳ ❙♦✐t z ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ E ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
✈❛r✐été ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡t |z〉 〈z| ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ❞❡ r❛♥❣ 1 ❛ss♦❝✐é à ❧✬ét❛t ❝♦❤ér❡♥t gˆu✱ g ∈ [z]✳
▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❍❛❛r s✉r G ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ s✉r E ❡t ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❤✉r
ˆ
E
|z〉 〈z| dz = C−1u ID,
❛✈❡❝ Cu 6= 0 ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t à ♣r✐♦r✐ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ✐♥✐t✐❛❧ u ∈ D✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs✱
❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❙❯(2)✱ ❞é✜♥✐r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r❥❡❝t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❖♣ :
{
C∞(E) → ❊♥❞(D)
a(z) 7→ Cu
´
E a(z) |z〉 〈z| dz.
❙✐ u ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡ ❑ä❤❧❡r E ❡t D ❡st ré❛❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❤♦❧♦♠♦r✲
♣❤❡s ❞✬✉♥ ✜❜ré ❡♥ ❞r♦✐t❡s L⊗m → E ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ E ❬❲♦♦✾✷❪✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡
m ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ D ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✺ t✐❡♥s ❞❛♥s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ m→∞✳
▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♥♦♥ ❆❜é❧✐❡♥ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t
q✉✬✐❧ ② ❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♥s D ♦✉✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈✲
❛❧❡♥t❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ✭q✉❡ ❧✬♦♥ s❝❤é♠❛t✐s❡
♣❛r ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❨♦✉♥❣✮✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❞♦♥❝ s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s
s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ♣❤❛s❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r❡♥♥❡♥t ♣❛rt ❞❛♥s
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❢❡rts ✭✸✳✵✳✻✮✳
✸✳✸ ●❛♣ s♣❡❝tr❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✈❡rs ❙❯(2)
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❆❜é❧✐❡♥ G ≡ ❯(1) ❋❛✉r❡ ❬❋❛✉✶✶❪✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ♣rés❡♥té❡ ❥✉sq✉❡ ✐❝✐✱ s✉ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❣❛♣ s♣❡❝tr❛❧
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ Fˆν ✭✶✳✸✳✹✮ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡ Fˆτ
✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ λ−d/2 < 1 s✉r s♦♥ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❞é❥à
❝♦♥♥✉ ♣❛r ❚s✉❥✐✐ ❬❚s✉✵✽❪ ♣♦✉r ❧❡s s❡♠✐✲✢♦ts ❝♦♥str✉✐ts ❝♦♠♠❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❡①♣❛♥s✐✈❡s✱ ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ ♠♦❞✉❧♦ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ρn✱ 1 > ρ > λ−d/2✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✈❡rs ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡①♣❛♥s✐❢ ✭✵✳✵✳✶✮ ❡st
❝♦♥trô❧é❡ ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐ ✭t❤é♦rè♠❡ ✺ ❞❛♥s ❬❋❛✉✶✶❪ ❛♥❞ ❊q✳✭✶✮ ❞❛♥s ❬❚s✉✵✽❪✮✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t s✬ét❡♥❞ à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦♥✲❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❧❛ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡✱ ✐✳❡✳ ❧♦rsq✉❡ G ≡ ❙❯(2) ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✾✳ ❬❆r♥✶✷❪ ✲❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳ P♦✉r m > 0 s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ s✐ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡ s✉r M ✭✸✳✷✳✷✸✮ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt Fˆj ✭✸✳✵✳✻✮ ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t
❝❛♣t✐✈❡ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✮✱ ❛❧♦rs ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ Fˆj : H
−m (X)⊗Dj → H−m (X)⊗Dj
s❛t✐s❢❛✐t✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡ j →∞
rs
(
Fˆj
)
≤ Λ−1/2 + o(1), ✭✸✳✸✳✶✮
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♦ù Λ ❡st ❧❡ t❛✉① ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡ T : X → X ✿
Λ := lim
n→∞
(
min
x
|detDTnx |
)1/n ≥ λd > 1. ✭✸✳✸✳✷✮
❉❡ ♣❧✉s✱ ∀ρ > Λ−1/2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ n0✱ j0,m0 > 0 t✳q✳ ∀j ≥ j0, m ≤ m0,∥∥∥Fˆn0j ∥∥∥
H−m
1/j
⊗Dα
≤ ρn0 , ✭✸✳✸✳✸✮
❛✈❡❝ ‖·‖Hm
1/j
❧❛ ♥♦r♠❡ ❙♦❜♦❧❡✈ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡ ‖ψ‖H−m
1/j
:=
∥∥∥❖♣wj−1 (Am)ψ∥∥∥
L2
✳
❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❬❋❛✉✶✶✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺❪✱ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡t ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ✭✸✳✵✳✺✮ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞✉ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t
❡①♣❛♥s✐❢
(
T̂τ , X × ❙❯(2)
)
✿
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✵✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✾ s✬❛♣♣❧✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ρ > Λ−1/2 ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐ kˆ t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❥❡✉ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡s Φ,Ψ ∈ C∞ (X × ❙❯(2)) ,(
F̂nτΨ;Φ
)
L2(µˆ)
=
(
kˆnΨ;Φ
)
L2(µˆ)
+O(ρn).
◆♦t♦♥s Π0 ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧ D0✳ ❙✐ λ = 1 ❡st ❧❛ s❡✉❧❡
✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ F̂τ s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té ❛❧♦rs kˆ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ kˆ = |1〉 〈ρ| ⊗ Π0 + rˆ, rs (rˆ) < 1 ❛✈❡❝ 〈ρ| ϕ〉 :=
´
X ϕρdm =
´
X ϕdµ✱ ♦ù µ ❡st ❧❛
♠❡s✉r❡ ❙❘❇ ❞❡ (T,X)✳ ❆✐♥s✐
CΨ,Φ(n)−
ˆ
Ψ¯dµˆ
ˆ
Φdµˆ = (rˆnΨ;Φ)L2(µˆ) +O(ρn),
❡t
(
T̂τ , X × ❙❯(2)
)
❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♠é❧❛♥❣❡❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ µˆ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✾✮✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❡st ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ q✉❛s✐ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞❡ ❋❛✉r❡ ❛✉ ❝❛s ♦ùG ≡ ❙❯(2)✳ ❉♦ré♥❛✈❛♥t 1 < κ < λ ❡tR > 0 s♦♥t ❝❤♦✐s✐t ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡
❛✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s Am ∈ S−m0 (M) ❀ Am (ξ,n) ∈ (0, 1] t✳q✳
Am (ξ,n) = Am (‖ξ‖) = 1 s✐ ‖ξ‖ ≤ R
=
(
R
‖ξ‖
)m
s✐ ‖ξ‖ ≥ R+ η ✭✸✳✸✳✹✮
❛✈❡❝ η > 0 ✜①é ✭♠❛✐s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t✮✳ P❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✳✷✵✮✱ ♣♦✉r
t♦✉t j > 0✱ m ∈ R, ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭♠✉♥✐ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t
s❝❛❧❛✐r❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❝❡❧✉✐ ❞❡ L2✮
H−m
j−1
(X)⊗Dj = ❖♣j (Am)−1
(
L2 ⊗Dj
)
.
P♦✉r t♦✉t j > 0✱ ❡♥ t❛♥t q✉❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ D′(S1)✱ H−m
j−1
(X) ❡t H−m (X) ✭✸✳✶✳✶✮ s♦♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡s ❜✐❡♥ q✉❡ ♠✉♥✐s ❞❡ ♥♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛
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♥♦r♠❡✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ Fˆj : H
m
j−1 (X)⊗ Dj → Hmj−1 (X)⊗ Dj ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡
rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❘✉❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s
Qˆm := ❖♣j (Am) Fˆj❖♣j (Am)
−1 .
P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ Qˆm ❛❣✐t ❞❛♥s L
2 (X)⊗Dj ❡st ❡st ✉♥✐t❛✐r❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à Fˆj |Hm
j−1
⊗Dj ✳
❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté ❬❑❛t✾✺❪ ∀n ∈ N∗
rs
(
Qˆm
)
≤
∥∥∥Qˆnm∥∥∥ 1n ≤ ∥∥∥Qˆn∗m Qˆnm∥∥∥ 12n .
P♦s♦♥s
Pˆ (n) := Qˆn∗Qˆn = ❖♣j (Am)
−1 Fˆn∗j ❖♣j (A
n
m) Fˆ
n
j ❖♣j (Am)
−1 .
❉✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊❣♦r♦✈ ✭✸✳✷✳✷✽✮ ❡t ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✹✮✱ ♦♥ ❛ q✉❡
Pˆ (n) ∈ OPSm0 (M)✳ ❆✜♥ ❞✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥❝✐s❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ Pˆ (n)✱ ✜①♦♥s q✉❡❧q✉❡s
♥♦t❛t✐♦♥s ✿ ❙♦✐t A := {1, ..., N} ❡t
An := {ǫ = ǫ1ǫ2...ǫ2; ǫi ∈ A} ,
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s Nn ♠♦ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ n > 0 é❝r✐ts ❛✈❡❝ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t A✳ P♦✉r t♦✉t ǫ ∈ An ♦♥
♣♦s❡
xǫ := T
−n
ǫ (x) := T
−1
ǫn ◦ ... ◦ T−1ǫ1 (x). ✭✸✳✸✳✺✮
▲❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ Tn : xǫ → x s✉r X s✬é❝r✐t ❛❧♦rs
DxǫT
n = Dxǫ|1T · ... ·Dxǫ|jT · ... ·Dxǫ|nT : TxǫX → TxX ✭✸✳✸✳✻✮
❛✈❡❝ ǫ|j := ǫ1...ǫj ❧❛ tr♦♥❝❛t✐♦♥ à ❧❛ j✲è♠❡ ❧❡ttr❡ ❞✉ ♠♦t ǫ✳ ❙✐ Fnǫ = Fǫn ◦ ...◦Fǫ1 ♦♥ é❝r✐r❛
Fnǫ : T
∗
xX × S2 −→ T ∗xǫX × S2
(ξ,n) 7−→ (ξǫ,nǫ) ✭✸✳✸✳✼✮
❆✈❡❝ ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ Pˆ (n) ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✼
P (n) (ξ,n) =
∑
ǫ∈An
|detDxǫTn|−1 ·
A2m (‖ξǫ‖)
A2m (‖ξ‖)
♠♦❞ j−1S−10 (M) .
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❋❛✉r❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
s✉rM ♣♦✉r ❜♦r♥❡r ❝❡ s②♠❜♦❧❡✱ ♣✉✐s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ L2✲❝♦♥t✐♥✉✐té ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡
tr♦✐s ❝❛s✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻ ✿
✶✳ ❙✐ ‖ξ‖ > R✱ ❛❧♦rs ∀ǫ ∈ An✱ A2m(‖ξǫ‖)
A2m(‖ξ‖)
≤ (κ−2m)n✳
✼✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ξǫ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt n s✉r ❧❛ s♣❤èr❡✳
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✷✳ ❙✐ ‖ξ‖ ≤ R ♠❛✐s ∥∥ξǫ|n−1∥∥ > R ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡
A2m (‖ξǫ‖)
A2m (‖ξ‖)
=
≤κ−2m︷ ︸︸ ︷
A2m (‖ξǫ‖)
A2m
(∥∥ξǫ|n−1∥∥)
≤1︷ ︸︸ ︷
A2m
(∥∥ξǫ|n−1∥∥)
A2m
(∥∥ξǫ|n−2∥∥) ...A
2
m (‖ξǫ1‖)
A2m (‖ξ‖)
≤ κ−2m.
✸✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ✱ ✐✳❡✳ ‖ξ‖ ≤ R ❡t ∥∥ξǫ|n−1∥∥ ≤ R✱ ❛❧♦rs A2m(‖ξǫ‖)A2m(‖ξ‖) ≤ 1 ♠❛✐s ♣❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡❧❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❡st ❜♦r♥é ♣❛r N (n− 1)✳
❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❜♦r♥❡∥∥∥P (n)∥∥∥
∞
≤ Λ−n ((Nn −N (n− 1))κ−2m +N (n− 1))+On (j−1) .
P♦s♦♥s B(n) := (NΛ−1)n κ−2m + Λ−nN (n − 1)✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ à n ✜①é✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
t❡r♠❡ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ B(n) ♣❡✉t êtr❡ r❡♥❞✉ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t m
❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ L2✲❝♦♥t✐♥✉✐té ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✷✮∥∥∥Pˆ (n)∥∥∥ ≤ B(n) +On (j−1) ,
❡t ❛✐♥s✐
rs
(
Qˆm
)
≤ (B(n) +On (j−1)) 12n ; ∀n ∈ N∗.
❆✈❡❝ ❡♥ ♦✉tr❡ rs
(
Qˆm
)
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ n ❡t m✱ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ m s♦✐t ❝❤♦✐s✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t
❣r❛♥❞✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜♦♥ ♦r❞r❡ ✿ j → ∞ ✱ ♣✉✐s m → ∞ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t
n→∞ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
rs
(
Fˆj |H−m⊗Dj
)
≤
√
Λ−1 exp
(
lim inf
n→∞
(
log (N (n))
n
))
+ o(1).
▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❝❛♣t✐✈✐té ✭✸✳✷✳✼✮ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✭✸✳✸✳✶✮✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥
✭✸✳✸✳✸✮ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✾ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
∥∥∥Qˆnm∥∥∥ ≤ √∥∥∥Pˆ (n)∥∥∥ =(B(n) +On (j−1)) 12 ✭❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦❧❛✐r❡ ❬●●❑✵✵❪✮✳ P❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❝❛♣✲
t✐✈✐té✱ ♣♦✉r t♦✉t c > 0 ❡t n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ N (n) < enc✱ ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t ρ > Λ−1/2✱
Λ−nN (n) < ρ2n. ❆✐♥s✐ ♣♦✉r t♦✉t m✱ j, n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞s
∥∥∥Qˆnm∥∥∥ := ∥∥∥Fˆn∥∥∥
Hm
j−1
⊗Dj
≤ ρn✳
✸✳✹ ▲♦✐ ❞❡ ❲❡②❧ ❢r❛❝t❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✈❡rs ❙❯(2)
❖♥ ♣♦✉rs✉✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧✬ét✉❞❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ✈❡rs ❙❯(2) ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡ T : X → X✳ ❊♥ ét✉❞✐❛♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
s✉rM := T ∗X×S2 ❛ss♦❝✐é❡ ❛ ❧✬❖■❋ Fˆj ✲❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ♦♥ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r à ❡st✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❤♦rs ❞✬✉♥ ♣❡t✐t r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧✳
P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é A ❞❡ RD ♦♥ ♥♦t❡r❛ Aδ s♦♥ δ−✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❢❡r♠é✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ D = 2d+ 2✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❊❳❚❊◆❙■❖◆❙ ❈❖▼P❆❈❚❊❙ ❉✬❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙ ❊❳P❆◆❙■❱❊❙ ✺✺
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✶✳ ❬▼❛t✾✺❪ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ✽ dimM A ❞✬✉♥ s♦✉s
❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é ♥♦♥ ✈✐❞❡ A ❞❡ RD ❡st D − codimMA ❛✈❡❝
codimMA := sup
{
s ∈ R | lim sup
δ↓0
δ−s ·❱♦❧D (Aδ) < +∞
}
. ✭✸✳✹✳✶✮
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ q✉❡ lim supδ↓0 δ
−codimMA ·❱♦❧D (Aδ) ❡st ✜♥✐ ✾✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s ♦♥
❛ t♦✉❥♦✉rs✱ ❧♦rsq✉❡ δ t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ ❡t ♣♦✉r t♦✉t η > 0✱ ❱♦❧D (Aδ) = O
(
δcodimMA−η
)
, ❝❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r❢♦✐s ❱♦❧D (Aδ) = O
(
δcodimMA−0
)
✳
❉❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ❙❥östr❛♥❞ ❡t ❩✇♦rs❦✐ ❬❙❥ö✾✵✱ ❙❩✵✼❪ é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❩✇♦rs❦✐✲▲✐♥✲●✉✐❧❧♦♣é ❬●▲❩✵✹❪ ♣♦✉r
❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✷✳ ❬❆r♥✶✷❪✳ ❙♦✐t d + 2 ≤ dimM (K) ≤ 2d + 2 ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡
❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✶✮ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭✸✳✷✳✷✸✮ s✉r M :=
T ∗X × S2✳ P♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ m ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t δ > dimM (K) ✱ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡
j →∞✱
♯
{
λ
(j)
i ∈ σ
(
Fˆj |H−m(X)⊗Dj
)
|
∣∣∣λ(j)i ∣∣∣ ≥ ǫ} = O (j 12 δ) ✭✸✳✹✳✷✮
❈❡ rés✉❧t❛t ♣❡✉t s✬é♥♦♥❝❡r ♣♦✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t j ∈ 12N∗ ♣❛r
ν ∈ Z∗ ✭♠♦❞❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✮✳ K ❡st ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
✭✸✳✷✳✸✮ s✉r T ∗X ❡t s❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ d ❡t 2d✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st t❡sté
♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡②❧✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ ✭✸✳✷✳✷✻✮✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❡♥s✉✐t❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉✐t❡
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s S−mµ (M) ❣râ❝❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ s❡r❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❛♠❡♥❡r
❧✬ét✉❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ Fˆj à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ P❉❖ ❞♦♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ s❡r❛ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t ❤♦rs
❞✬✉♥ j−µ✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ K✳ ❈❡s s②♠❜♦❧❡s ét❛♥t ❝♦♥str✉✐ts ♣♦✉r s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❛✉ ♣❧✉s ♣rès
❞❡ K ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ j →∞✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ S−mµ tr♦✉✈❡r❛ ❡♥✜♥ t♦✉t s♦♥ ✐♥térêt✳
▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❲❡②❧ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❧❡♠♠❡ s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♠♣❛❝ts ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡✳
✸✳✹✳✶ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ♣rès ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ A ❞és✐❣♥❡ ❧❡ N−❛❧♣❤❛❜❡t {1, ..., N} ❡t An ❧❡s ♠♦ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ n é❝r✐ts
❛✈❡❝ A✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ A∞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✜♥✐❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡
Rτ (n)(x) := Rτ(x) ◦Rτ(Tx) ◦ ... ◦Rτ(Tn−1x)
✽✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ✉s✉❡❧s ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐♠H ✱
♠❛✐s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✐♠HA ≤ dimM A✳
✾✳ ▲♦rsq✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s A ❡st ❞✐t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣✉r❡✱ ❝❢✳ ❬❙❥ö✾✵❪ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ré❢ér❡♥❝❡s✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❊❳❚❊◆❙■❖◆❙ ❈❖▼P❆❈❚❊❙ ❉✬❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙ ❊❳P❆◆❙■❱❊❙ ✺✻
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❖♥ s❡ r❡str❡✐♥t ✐❝✐ à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ T (x) = 2x ♠♦❞✶
s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡✱ ❛✈❡❝ τ(x) = 12pi cos(2πx) ∈ R/Z✳ ▲❡s ❝r♦✐① r❡♣rés❡♥t❡♥t log(Nν)/ log(ν) ❛✈❡❝ Nν
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ Fˆν ❞❡ ♠♦❞✉❧❡ s✉♣ér✐❡✉r à ǫ > 0 ✜①é✳ ▲❡s ét♦✐❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t 1 +
log V ol(Kν)/ log (ν) ❛✈❡❝ Kν ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥ ν−
1
2−✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ K
♣♦✉r 20 ≤ ν ≤ 600✳ ❙✐ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✷ ét❛✐t ♦♣t✐♠❛❧✱ ❛❧♦rs ❝❡s ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés ❞❡✈r❛✐t ❝♦♥✈❡r❣❡r
à ♠ê♠❡ ✈✐t❡ss❡ ✈❡rs 12 dimK ∼ 1 ✭❝❢✳ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✺✮✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉❣❣èr❡♥t ❞♦♥❝
q✉❡ ❝✬❡st ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛s✳
❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t F ✭✸✳✷✳✷✸✮ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ǫ ∈ An ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱
Fnǫ :
{
ξ 7→ ξǫ := tDxǫTn ·
(
ξ − ζǫx,n
)
n 7→ nǫ := Rτ (n)(xǫ)n
✭✸✳✹✳✸✮
ré✈é❧❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥s
ζǫx,n := −
n∑
j=1
(
tDxǫ|jT
j
)−1 · h†xǫ|j ,nǫ|j ; h†x,n := hx,R−1τ(x)n ∈ T ∗xX ✭✸✳✹✳✹✮
♦ù h ❡st ❧❛ ✶✲❢♦r♠❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✸✳✷✳✷✸✮ ❡t ǫ|j := ǫ1...ǫj ❞és✐❣♥❡ ❧❛ tr♦♥❝❛t✐♦♥ à ❧❛ j✲è♠❡
❧❡ttr❡ ❞✉ ♠♦t ǫ✳
❋✐①♦♥s ✉♥ ♠♦t ǫ ∈ A∞✳ P❛r ❡①♣❛♥s✐✈✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ T : X → X✱ ♣♦✉r t♦✉t
k ∈ N∗, ∥∥∥ζǫ|nx,n − ζǫ|n+kx,n ∥∥∥ ≤ λ−nζmax; ζmax := ‖h‖∞λ− 1 ✭✸✳✹✳✺✮
✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡
{
ζǫ|n
}
n>0
✳ ❖♥ ♥♦t❡ ζǫ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡
❞❛♥s C0 (X × S2;T ∗X)✳ ❊♥ ❢❛✐t ✿
▲❡♠♠❡ ✸✳✶✸✳ ∀ǫ ∈ A∞✱ ζǫ ❡st ❧✐ss❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r s❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✈✐s à
✈✐s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A∞✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ K ✭✸✳✷✳✷✻✮ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡
K =
⋃
ǫ∈A∞
Graphζǫ ✭✸✳✹✳✻✮
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ξǫ
T ∗xX
T ∗xǫX
X
X
x
Kxǫ,nǫ
ξ
Fǫ
xǫ
Kx,n
nǫ
S2
n
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Kx,n ✱ r❡str✐❝t✐♦♥✱ à n ∈ S2 ✜①é✱ ❞❡ K
à ❧❛ ✜❜r❡ T ∗xX✳ ❙✐ (ξ,n) ❡st ❤♦rs ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ ξ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞❡ Kxǫ,nǫ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥trô❧é❡✳
❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✸✳
❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ Kx,n := K
⋂
T ∗xX × {n} ❛❧♦rs ∀ǫ ∈ A
dist (ξǫ,Kxǫ,nǫ) ≥ λdist (ξ,Kx,n) . ✭✸✳✹✳✼✮
❈❡ rés✉❧t❛t✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✭✸✳✹✳✼✮✱ ❛✣♥❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧✬❡st✐♠é ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻ ❡t ❡st ❞❡
♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡②❧✳ ▲❛ ✜❣✳✭✸✳✼✮ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ K ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡⋂
n≥0
⋃
ǫ∈An
K˜ǫ ❛✈❡❝ K˜ǫ
⋂
T ∗xX × {n} := F−n
(
B∗xǫ (0, R)× {nǫ}
)
♦ù B∗x (0, R) ❡st ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ R ❞❛♥s T
∗
xX✳ ❋✐①♦♥s ǫ ∈ A∞ ✉♥ ♠♦t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
✐♥✜♥✐❡✳ ✭✸✳✹✳✸✮ ❞♦♥♥❡
F−n : T ∗xǫ|nX × S2 → T ∗xX × S2(
ξ,nǫ|n
) 7→ ((tDxǫ|nTn)−1 · ξ + ζǫ|nx,n , n)
❛✈❡❝
∥∥∥∥(tDxǫ|nTn)−1 · ξ∥∥∥∥ ≤ Rλ−n ♣✉✐sq✉❡ ‖ξ‖ ≤ R✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ G(n)ǫ ❧❡ Rλ−n✲✈♦✐s✐♥❛❣❡
❢❡r♠é ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ζǫ|n ❛❧♦rs Kǫ|n ⊆ G(n)ǫ . ❉❡ ✭✸✳✹✳✹✮ ♦♥ ❛ q✉❡
∥∥∥ζǫ|nx,n − ζǫ|n+1x,n ∥∥∥ ≤
λ−n ‖h‖∞✱ ❞♦♥❝ s✐ R ❡st ❝❤♦✐s✐t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ λλ−1 ‖h‖∞ ❛❧♦rs
G(n+1)ǫ ⊆ G(n)ǫ .
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❆✐♥s✐ ∪ǫ∈AnG(n)ǫ ⊇ K ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs K ❧♦rsq✉❡ n → ∞✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté G(n)ǫ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡ ✈❡rs Graphζǫ✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ∪ǫ∈A∞Graphζǫ ❡st ❢❡r♠é ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡
❜r❛♥❝❤❡ ζǫ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥s ζǫ
′
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ǫ′|n = ǫ|n✳
▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ζǫ s♦✐t ❧✐ss❡s ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❡①♣❛♥s✐❢
❞❡ T : X → X ✭❝❢✳ ❧❡♠♠❡ ❈✳✶ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡✮✳
P♦✉r t❡r♠✐♥❡r ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡✱ ❞❡ ✭✸✳✹✳✸✮ ❡t ✭✸✳✹✳✹✮ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t ǫ′ ∈ A∥∥∥ξǫ′ − ζǫxǫ′ ,nǫ′∥∥∥ = ∥∥∥tDxǫ′T · (ξ − ζǫ′ǫx,n)∥∥∥ ≥ λ ∥∥∥ξ − ζǫ′ǫx,n∥∥∥ ✭✸✳✹✳✽✮
❛✈❡❝ ǫ′ǫ = ǫ′ǫ1... ∈ A∞ ❧❡ ♠♦t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥✳ ●râ❝❡ à ✭✸✳✹✳✻✮ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
✭✸✳✹✳✼✮✳
✸✳✹✳✷ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉✐t❡
❖♥ ♣r♦❝è❞❡ à ♣rés❡♥t à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②♠❜♦❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ S−mµ (M)✳
P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✈❛ s❡ s❡r✈✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✸ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✶✹✳ ✭❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉✐t❡✮ ∃C0 > 0✱ t✳q✳ ∀1 < κ < λ✱ ∀m > 0, 0 ≤ µ < 12 ❀ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ Am,µ ❞❛♥s S
−m
µ (M) t❡❧ q✉❡ A
−1
m,µ s♦✐t ❞❛♥s j
µmSmµ (M)✱ ❞é❝r♦✐ss❛♥t
str✐❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ F ❤♦rs ❞✬✉♥ C0j
−µ✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ K
∀ǫ ∈ A, Am,µ ◦ Fǫ
Am,µ
≤ κ−m, ✭✸✳✹✳✾✮
❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
Am,µ◦Fǫ
Am,µ
≤ 1 ♣❛rt♦✉t ❛✐❧❧❡✉rs✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
Am,µ#A
−1
m,µ − 1 ∈ j2µ−1S−1µ (M) ✭✸✳✹✳✶✵✮
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✸ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
(ξ,n) 7→ 〈jµdist (ξ,Kx,n)〉−m
♦ù 〈x〉 := √1 + x2✱ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉✐t❡ ❧♦rsq✉❡m > 0✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ dist (ξ,Kx,n) ≥ j−µ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r t♦✉t ǫ ∈ A
〈jµdist (ξǫ,Kxǫ,nǫ)〉−m / 〈jµdist (ξ,Kx,n)〉−m ≤
(
2
λ+ 1
)m
→mր+∞ 0.
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
d∗ : M → R+
(ξ,n) 7→ dist (ξ,Kx,n)
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♥✬❡st ♣❛s ré❣✉❧✐èr❡✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t C−▲✐♣s❝❤✐t③✱ ❛✈❡❝ C ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ♠❛①✐♠❛❧❡
❞❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ζǫ ✭❞✬❛♣rès ✭✸✳✹✳✻✮✮✳ ❖♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ré❣✉❧❛r✐s❡r d∗ ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t
❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳
❙♦✐t
{
χ2i
}
i∈I
✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té ❞❡ X × S2 s✉❜♦r❞♦♥♥é à ❧✬❛t❧❛s
F = {U i × V i, φi = κi ⊗ λi}i∈I
❞❡ X × S2 ♦ù
φi = κi ⊗ λi : U i × V i ⊂ X × S2 → Rd × R2
❈♦♥s✐❞ér♦♥s
d∗i : (ξ,n) 7→ d∗ (ξ,n)χi(x,n)
s✉♣♣♦rté s✉r T ∗Ui × Vi✳ ❖♥ ♣❡✉t t✐r❡r ❡♥ ❛rr✐èr❡ d∗i ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ d♯i s✉r RD
❛✈❡❝ D = 2d+ 2✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ M ✳ ❖♥ ♣♦s❡
d♯i : R
D → R+
ρ = (x, ξ, z) 7→ d∗i
(
tDκ−1i (x)
κi · ξ;λ−1i (z)
)
M ❡st ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✈♦❧✉♠❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ∧
d+1ωM
(d+1)! ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ωM ✳ ❚✐ré❡ ❡♥ ❛rr✐èr❡
s✉r RD ❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t dµi(ρ) :=
dρ
|Dφ˜i|
✱ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡
▲❡❜❡s❣✉❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧❛r✐s❛♥t❡ s❡ ❝♦♥str✉✐t ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t
ℓ > 0 ❡t i ∈ I
f iℓ : ρ 7→
{
Ωi
ℓD
exp
(
−|ρ|2
ℓ2−|ρ|2
)
s✐ |ρ| < ℓ
0 s✐ |ρ| ≥ 0
✭✸✳✹✳✶✶✮
❛✈❡❝
Ω−1i :=
ˆ
|ρ|<1
exp
( −|ρ|2
1− |ρ|2
)
dµi (ρ)
✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L1
(
RD, dµi
)
✳ ❖♥ ♥♦t❡ d♯i∗f iℓ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
❞❡ d♯i ♣❛r f
i
ℓ ✳ ❈♦♠♠❡ d
♯
i ❡st C−▲✐♣s❤✐t③ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ρ ∈ RD∣∣∣d♯i ∗ f iℓ (ρ)− d♯i(ρ)∣∣∣ ≤ Cℓ ✭✸✳✹✳✶✷✮
❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs
δi,ℓ = χi
(
d♯i ∗ f iℓ
)♭ ∈ C∞ (M) ✭✸✳✹✳✶✸✮
♦ù ♭ ❞é♥♦t❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❛♣❛tr✐❡♠❡♥t s✉r M ✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ré❣✉❧❛r✐sé❡ ❡st
δ∗ℓ :=
∑
i∈I
δi,ℓ ∈ C∞ (M) ✭✸✳✹✳✶✹✮
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P❛r ✭✸✳✹✳✶✷✮✱ ✭✸✳✹✳✶✸✮ ❡t ✭✸✳✹✳✶✹✮✱ ♦♥ ❛ q✉❡
|δ∗ℓ (ξ,n)− d∗ (ξ,n)| =
∣∣∑
i δi,ℓ (ξ,n)−
∑
i χ
2
i d
∗ (ξ,n)
∣∣
≤ ∑i ∣∣∣∣χi (d♯i ∗ f iℓ)♭ − χid∗χi (ξ,n)∣∣∣∣
≤ ∑i supρ ∣∣∣d♯i ∗ f iℓ (ρ)− d♯i (ρ)∣∣∣
≤ (♯I)C︸ ︷︷ ︸
=:C′
ℓ
❖♥ ❝❤♦✐s✐t à ♣rés❡♥t
ℓ ≡ ηj−µ
❛✈❡❝ η > 0 s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ❡t µ ∈ [0, 12)✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡
δµ := δ
∗
ηj−µ
❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ♠♦♥tr❡ q✉❡ δµ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡ S
1
µ (M)✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❞✐st (ξ,Kx,n) ≥ j−µ✳ ❆❧♦rs δµ (ξ,n) ≥ (1− C ′η) j−µ ♦ù ♦♥ ❛✉r❛ ♣r✐s
s♦✐♥ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r 0 < η < C ′−1✳ ❆✈❡❝ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✳✼✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ tr❛❥❡❝✲
t♦✐r❡ ǫ ∈ A s✉✐✈✐❡✱ ♣♦✉r t♦✉t 1 < κ < λ ❡t s✐ η ❡st ❝❤♦✐s✐ ❛ss❡③ ♣❡t✐t
δµ (ξǫ,nǫ) ≥
(
λ− ηC ′(1 + λ))︸ ︷︷ ︸
≤κ
δµ (ξ,n) ✭✸✳✹✳✶✺✮
❆ ❝❡ st❛❞❡ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝❤♦✐s✐r ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉✐t❡
(ξ,n) 7→ 〈jµδµ (ξ,n)〉−m
q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s S−m2µ (M)✳ ■❧ ♥♦✉s s❡r❛ t♦✉t❡❢♦✐s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
s②♠❜♦❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♣❧✉s ré❣✉❧✐èr❡ S−mµ (M)✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ s②♠❜♦❧❡ 0 ≤
χµ ≤ 1 ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ S−∞µ (M)✱ é❣❛❧ à 1 s✉r ❧❡ j−µ✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ K ❡t s✉♣♣♦rté s✉r s♦♥
κj−µ✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✶✵✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉✐t❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t
Am,µ := χµ +Ωµ,m (1− χµ) δ−mµ ✭✸✳✹✳✶✻✮
❡t Ωµ,m = O (j−µm) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ Ωµ,mδ−mµ ≤ 1 ❧♦rsq✉❡
❞✐st (ξ,Kx,n) ≥ j−µ✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ 0 < Am,µ ≤ 1 ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡
S−mµ (M) ❡t s♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❡st ❞❛♥s j
µmSmµ (M)✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ tr♦✐s ❝❛s ✿
✶✳ ❙✐ ❞✐st (ξ,Kx,n) ≤ j−µ✱ ❛❧♦rs ❝❧❛✐r❡♠❡♥t
Am,µ (ξǫ,nǫ)
Am,µ (ξ,n)
≤ 1.
✶✵✳ χµ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ❝♦♥✈♦❧✉❛♥t✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞é❝r✐t❡ ♣♦✉r d
∗✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
❞✉ cj−µ✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ K ❡t ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡♠❡♥t c ❡t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ = ηj−µ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
ré❣✉❧❛r✐s❛♥t❡ ✭✸✳✹✳✶✶✮✳
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✷✳ ❙✐ j−µ < ❞✐st (ξ,Kx,n) ≤ κj−µ✱ ❞❡ ✭✸✳✹✳✼✮ ❡t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ χµ✱ χµ (ξǫ,nǫ) = 0✳
❉❡ ✭✸✳✹✳✶✻✮✱ ❡t ✭✸✳✹✳✶✺✮ ♦♥ ❞é❞✉✐t
Am,µ −Am,µ ◦ Fǫ ≥ χµ +Ωµ,m (1− χµ − κ−m) δ−mµ
≥ 1− κ−mΩµ,mδ−mµ︸ ︷︷ ︸
≤1
❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs
Am,µ (ξǫ,nǫ)
Am,µ (ξ,n)
< 1.
✸✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ dist (ξ,Kx,n) > κj
−µ ❛❧♦rs ♣❛r ✭✸✳✹✳✶✺✮ ❡t ✭✸✳✹✳✶✻✮✱
Am,µ (ξǫ,nǫ)
Am,µ (ξ,n)
≤ κ−m.
P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C0 > 0 ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✸ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
dist (ξ,Kx,n) ≥ κ~µ
❢♦r❝❡ (ξ,n) à êtr❡ à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♠♦✐♥s C0j
−µ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢✳ P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✹ ❡t ♠♦♥tr❡r ✭✸✳✹✳✶✵✮ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✭❝❢✳ ❬❉❙✾✾❪✮ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t
❞❡ ▼♦②❛❧ ❞é✜♥✐t ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✺ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉✐t❡✳
✸✳✹✳✸ ❈♦♠♣t❛❣❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s
●râ❝❡ à ✭✸✳✹✳✶✵✮ ♦♥ ♣❡✉t✱ ♣❛r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❬❊❩✵✸✱ ♣✳ ✻✼❪✱ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ✐♥✈❡rs❡
♣♦✉r ❖♣j (Am,µ) ❞♦♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st A
−1
m,µ✳ P✉✐sq✉❡ Am,µ ❡st ❞✬♦r❞r❡ m✱ ♣♦✉r
t♦✉t j > 0✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
H−mj,µ := ❖♣j (Am,µ)−1
(
L2 (X)⊗Dj
)
✭✸✳✹✳✶✼✮
s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❤ér✐té ❞❡ L2 ❡t ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❡♥ t❡♥❞ q✉❡
s♦✉s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ D′ (X) ⊗ Dj ❛✈❡❝ H−m (X) ⊗ Dj ✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✷ ❝❡ ré❞✉✐t
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥ ✿
▲❡♠♠❡ ✸✳✶✺✳ ❙♦✐t C > C0✱ ♦ù C0 ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✻✳ P♦✉r t♦✉t
ǫ > 0✱ 0 ≤ µ < 12 ✱ m, j s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞s✱ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡ j →∞
♯
{
λ
(j)
i ∈ σ
(
Fˆj |H−mj,µ
)
|
∣∣∣λ(j)i ∣∣∣ > ǫ} ≤ 2jd+1 + jd
2 (2π)d+1
Vol
{
KCj−µ
}
(1 + o(1)) . ✭✸✳✹✳✶✽✮
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❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ Fˆj |H−mj,µ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ Fˆj ✱
❝❡ ❞❡r♥✐❡r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ µ ♦✉ m✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✶ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡
▼✐♥❦♦✇s❦✐✱ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r t♦✉t δ > 0
Vol
{
KCj−µ
}
= O
(
j−µcodimM (K)+δ
)
❛✈❡❝ dimM = 2d + 2✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ✭✸✳✹✳✶✽✮ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ µ ♦♥
♦❜t✐❡♥t✱ ♣♦✉r m ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❡t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ j →∞✱
♯
{
λ
(j)
i ∈ σ
(
Fˆj |H−mj,µ
)
|
∣∣∣λ(j)i ∣∣∣ > ǫ} = O (j 12 dimM (K)+δ)
✐✳❡✳ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✷✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✺✮✳ Fˆj : H−mj,µ → H−mj,µ ❡st ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡♠❡♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t à
Qˆm,µ := ❖♣j (Am,µ) Fˆj❖♣j (Am,µ)
−1 : L2 (X)⊗Dj → L2 (X)⊗Dj .
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡✱
Pˆµ := Qˆ
∗
m,µQˆm,µ = ❖♣j (Am,µ)
−1 Fˆ ∗j ❖♣j (Am,µ)
2 Fˆj❖♣j (Am,µ)
−1 .
P❛r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❊❣♦r♦✈ ✭❧❡♠♠❡s ✷✳✹ ❡t ✸✳✽✮✱ Pˆµ ∈ OPS0µ (M) ❡t s♦♥
s②♠❜♦❧❡ s✬é❝r✐t ✶✶
Pµ =
∑
ǫ∈A
|detDǫT |−1
A2m,µ ◦ Fǫ
A2m,µ
♠♦❞ j2µ−1S−1µ (M) .
❉✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✹✱ Pµ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥
Pµ = kµ + rµ
❛✈❡❝ kµ, rµ ∈ S0µ (M) ré❡❧s ❡t kµ s✉♣♣♦rté s✉r KCj−µ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡
C > C0✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✹ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♦✉tr❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r rµ t✳q✳
‖rµ‖∞ ≤ Nλ−d︸ ︷︷ ︸
=:C
κ−2m +O (j2µ−1) .
❊♥ ♥♦t❛♥t kˆµ := ❖♣j (kµ) ❧❡ P❉❖ à tr❛❝❡ ❛ss♦❝✐é à kµ✱ ❧❛ L
2−❝♦♥t✐♥✉✐té ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✷✮
♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s♣♦s❡r ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
Pˆµ = kˆµ︸︷︷︸
compact
+ rˆµ︸︷︷︸
borne´
, ‖rˆµ‖ ≤ Cκ−2m +O
(
j2µ−1
)
✶✶✳ ❯♥ s✉❜t✐❧✐té s✉❜s✐st❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ A−1m,µ s♦✐t ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ j
µmSmµ (M) ❡t ♥♦♥ S
m
µ (M)✳ ❊♥ ♣r✐♥❝✐♣❡
❝❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t ❝ré❡r ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬❡rr❡✉r ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ Pµ✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❡♥ é❝r✐✈❛♥t
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊❣♦r♦✈ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡♥ ❡st
r✐❡♥✳
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❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs r❡st❛♥ts ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥ts✳ ❉✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✼ é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é✲
❞❡♥t ✭▲♦✐ ❞❡ ❲❡②❧✮✱ ❛❞❛♣té ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✳✷✵✮✳ ❉❡ ✭✸✳✷✳✶✺✮ ❡t
✭✷✳✶✳✶✹✮ ♦♥ ❛✱ ∀a ∈ S0µ(M) ∩ L1 (M)
tr
(
❖♣j(a)
)
= Ωj,d
ˆ
M
a
∧d+1ωM
(d+ 1)!
; Ωj,d :=
2jd+1 + jd
2 (2π)d+1
, ✭✸✳✹✳✶✾✮
♦ù ∧
d+1ωM
(d+1)! ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ s✉r M ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡✳ ❊♥ r❡✲
♣r♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✼ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✹✳✶✾✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t à
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♠♣❛❝t kˆµ✱ ∀ǫ > 0✱ ❡t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ j →∞✱
♯
{
λ
(j)
i,µ ∈ σ
(
kˆµ
)
|
∣∣∣λ(j)i,µ∣∣∣ > ǫ} ≤ Ωj,d❱♦❧{KCj−µ} (1 + o(1)) . ✭✸✳✹✳✷✵✮
P❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✭❧❡♠♠❡ ❆✳✷ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡✮✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ǫ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✱ ♣♦✉r m ❡t j s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞s✱ ✭✸✳✹✳✷✵✮ r❡st❡ ✈r❛✐ s✐ ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ kˆµ ♣❛r
Pˆµ✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✳✷✵✮ s❡ tr❛♥s♣♦s❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞❡ Qˆm,µ✳
▲❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❆✳✹ é♥♦♥❝é ❡♥ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❞❡ Qˆm,µ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡ j →∞✱ ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
✸✳✺ ❘❡♠❛rq✉❡s ❞✐✈❡rs❡s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
✸✳✺✳✶ ❙✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❝❛♣t✐✈✐té
❉❡♣✉✐s t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ K ⊂ T ∗X×S2✱ ♣♦✉r t♦✉t n > 0✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡
❞❡s Nn tr❛❥❡❝t♦✐r❡s r❡st❡ ❞❛♥s K✳ ❉✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✸ ♦♥ ♣❡✉t ❡①❤✐❜❡r ❝❡rt❛✐♥❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s
❝❛♣té❡s ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ∀ǫ ∈ A∞, ∀ǫ0 ∈ A,
Fǫ0 : T
∗
xX × S2 → T ∗xǫ0X × S2(
ζǫ0ǫx,n,n
) 7→ (ζǫxǫ0 ,nǫ0 ,nǫ0)
❆✐♥s✐✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ K s✐t✉é s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ζǫ0ǫ s❛✉t❡ s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ζǫ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳
P♦✉r q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ǫ′0 6= ǫ0✱ r❡st❡ ❞❛♥s K ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t q✉❡
Fǫ′0 : ζ
ǫ0ǫ
x,n 7→ ζǫ
′
xǫ′0
,nǫ′0
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦t ǫ′ ∈ A∞✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣♦s❡r❛✐t à ζǫ0ǫ ❡t ζǫ′0ǫ′ ❞❡ s✬✐♥t❡rs❡❝t❡r ❡♥ (x,n)✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❛✈❡❝ n ✐❧
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s ζ s♦✐t ❡♥✈♦②és
❡♥ ❞✬❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ▲❛ ❢❛✐❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r q✉❡ ❝❡❧❛ s❡
♣r♦❞✉✐s❡ s✐ τ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ T ❡st ❧✬✐❞é❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛
❣é♥ér✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❝❛♣t✐✈✐té ♣❛r ❚s✉❥✐✐✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❛❜é❧✐❡♥✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡
❞✬❡s♣ér❡r ♣♦✉✈♦✐r ét❡♥❞r❡ s❛ ♣r❡✉✈❡ ❛✉ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❊❳❚❊◆❙■❖◆❙ ❈❖▼P❆❈❚❊❙ ❉✬❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙ ❊❳P❆◆❙■❱❊❙ ✻✹
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ Pr♦✜❧ ❞❡ ❞❡♥s✐té r❛❞✐❛❧❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡
Fˆν ✱ ν ∈ {20, ..., 70}✱ ❛✈❡❝ Fˆν ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❢❡rts ❛ss♦❝✐é❡s ❛ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡
T : x → 2x + δ2pi sin (2πx) ♠♦❞1 s✉r S1✱ τ(x) = (2π)−1 cos (2πx)✳ ❙✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡s
❧✐❣♥❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✱ Λ−1/2SRB ≃ 1√2 ❡t Λ−1/2 ≃ 1√1,5 ✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ♠♦♥tr❡✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣rès ❞✉ ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ Λ−1/2SRB ✱ ✉♥❡
ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡s rés♦♥❛♥❝❡s✳
✸✳✺✳✷ ❙✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢
▲❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✸ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡✱ ❛✉ ❞❡ss✉s
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t (x,n) ∈ X × S2 ✜①é✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ ✭✸✳✷✳✷✻✮ ❡st s♦✐t ré❞✉✐t à ✉♥ ✉♥✐q✉❡
♣♦✐♥t s♦✐t ♥✬❛❞♠❡t ❛✉❝✉♥ ♣♦✐♥t ✐s♦❧é✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ♣ré❝✐s❡ ♣❛s ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ K
❛✉ ❞❡❧à ❞❡ d+ 2 ≤ ❞✐♠K ≤ 2d+ 2✳ ❯♥❡ ✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥ ❞❡♠❡✉r❡ ✿
◗✉❡st✐♦♥✳ K ♣❡✉t✲✐❧ êtr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ♥♦♥✲❡♥t✐èr❡ ❄
P♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s très ♣r♦❝❤❡s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❚s✉❥✐✐
❞é♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ❬❚s✉✵✶❪ q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s K s✉♣♣♦rt❡♥t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✳
▲❡✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡♥t✐èr❡ ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ◆♦tr❡ ❝❛s ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝r✐t✐q✉❡
❝❛r F ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ s✉r M ✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ q✉❡st✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❡t ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬êtr❡ ♦✉ ♥❡ ♣❛s êtr❡
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣✉r❡✳
❉❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✱ ❝❡s q✉❡st✐♦♥s tr♦✉✈❡r♦♥t ré♣♦♥s❡s ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ♦ù ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛❜é❧✐❡♥♥❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞✐ts ✑♦✉✈❡rts✑ ♦ù
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❛❞♠❡t ❞é❥à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ ❢r❛❝t❛❧✳ ❈❡s s②stè♠❡s
❛ ♣r✐♦r✐ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ s✬❛✈èr❡♥t ❡♥ ré❛❧✐té ❞❡ ❜♦♥ ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r s❡ ❞é❢❛✐r❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
❞✐✣❝✉❧tés t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡♥❝♦♥tré❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❢❡r♠é ❡t ❝❛✉sé❡s ♣❛r ❧✬❛✉t♦✲✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❊❳❚❊◆❙■❖◆❙ ❈❖▼P❆❈❚❊❙ ❉✬❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙ ❊❳P❆◆❙■❱❊❙ ✻✺
✸✳✺✳✸ ❘és♦♥❛♥❝❡s ♣rès ❞✉ ❣❛♣ s♣❡❝tr❛❧
P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❍ö❧❞❡r ❝♦♥t✐♥✉❡ f s✉r X s❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛ ❡st
Snf :=
n−1∑
j=0
f ◦ T j .
▲✬❡r❣♦❞✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❙❘❇ µ ✱ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✈♦❧✉♠❡
s✉r X✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r µ✲♣r❡sq✉❡ t♦✉t x✱ 1nSnf(x) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs
´
fdµ ❧♦rsq✉❡ n→∞✳
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s s✐
A (n, δ) :=
{
x ∈ X |
∣∣∣∣ 1nSnf(x)−
ˆ
fdµ
∣∣∣∣ ≥ δ} ⊆ X, ✭✸✳✺✳✶✮
❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t δ > 0✱ µ (A (n, δ)) → 0 ❧♦rsq✉❡ n → ∞✳ ❉❡s t❤é♦rè♠❡s ✸✳✾ ❡t ✸✳✶✷ ❡♥
♠❡tt❛♥t à ♣r♦✜t ❧✬❡r❣♦❞✐❝✐té ❞❡ T : X → X ♦♥ ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
✭✸✳✹✳✷✮ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ❣❛♣ s♣❡❝tr❛❧✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ✶✷ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✻✳ ❙✐ µsrb ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❙❘❇ ♣♦✉r T ❡t s✐
log Λsrb :=
ˆ
X
log |detDT | dµsrb ≥ log Λ, ✭✸✳✺✳✷✮
❛❧♦rs✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✾ s✬❛♣♣❧✐q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t δ > dimM K ✱ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡
j →∞
♯
{
λ
(j)
i ∈ ❘❡sFˆj |
∣∣∣λ(j)i ∣∣∣ > Λ−1/2srb } = o(j δ2) .
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✼✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❥östr❛♥❞ ♣♦✉r ❧❡s ♦♥❞❡s
❛♠♦rt✐❡s s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ✢♦t ❣é♦❞és✐q✉❡ ❡st ❡r❣♦❞✐q✉❡ ❬❙❥ö✵✵✱ t❤♠✳ ✵✳✷❪✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ✸✳✾ ❡t ✸✳✶✷✱ ♦♥ s❡
ré❢èr❡ ❛✉① s❡❝t✐♦♥s ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❞ét❛✐❧s✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ Fˆj |H−m⊗Dj
s❡ r❛♠è♥❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r L2−❝♦♥t✐♥✉ Qˆm,µ := ❖♣w~ (Am,µ) Fˆ~❖♣w~ (Am,µ)−1 ♦ù
Am,µ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉✐t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✹ ✭1 < κ < λ ❡t C0 s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡
❛✉ ❧❡♠♠❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✮✳ P♦✉r n ∈ N∗ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐r❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t très ❣r❛♥❞✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡
à ✿
Pˆ (n)µ = Qˆ
∗n
m,µQˆ
n
m,µ
❆ n ✜①é ♣❛r r❛♣♣♦rt à j✱ Pˆ
(n)
µ ❡st ✉♥ P❉❖ ❞❛♥s OPS0µ (M)✳ ❙✐ ∀ǫ ∈ An ♦♥ ♥♦t❡ detDǫTn :
x→ detDxǫTn =
∏n
j=1 detDxǫ|jT ✱ ❛❧♦rs s♦♥ s②♠❜♦❧❡ s✬é❝r✐t
P (n)µ =
∑
ǫ∈An
|detDǫTn|−1 A
2
m ◦ Fnǫ
A2m
✶✷✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✷ ❧❡ O ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r o✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❊❳❚❊◆❙■❖◆❙ ❈❖▼P❆❈❚❊❙ ❉✬❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙ ❊❳P❆◆❙■❱❊❙ ✻✻
♠♦❞✉❧♦ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ✐♥❢ér✐❡✉rs ✭♠❛✐s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ n✮✳ ●râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✸✳✹✳✾✮
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉✐t❡✱ P
(n)
µ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à(
NΛ−1κ−2m
)n
+On
(
j2µ−1
)
❤♦rs ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ KC0j−µ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t m ❡t j ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ♣♦✉r q✉❡
❝❡ t❡r♠❡ s♦✐t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs à ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❞❡
K (n, µ, δ) :=
{
(ξ,n) ∈M |P (n)µ (ξ,n) ≥ enδΛ−nsrb
}
⊆ KC0j−µ ,
♣♦✉r δ > 0 ♣❡t✐t✳ ❊♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ✐ss✉❡s ❞❡ KC0j−µ ♦♥ ❛
P (n)µ (ξ,n) ≤ N (n)
(
min
ǫ∈An
|detDxǫTn|
)−1
︸ ︷︷ ︸
contributions des traj. capte´es
+
(
NΛ−1
)n
κ−2m︸ ︷︷ ︸
traj. qui s′e´chappent au tps n−1
✭✸✳✺✳✸✮
♠♦❞✉❧♦ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ On
(
j2µ−1
)
✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❥à r❡♠❛rq✉❡r q✉❡
min
ǫ∈An
|detDxǫTn| = min
ǫ∈An
exp (Sn log |detDxǫT |) .
❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❝❛♣t✐✈✐té ✭✸✳✷✳✼✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
∀c > 0 ∃nc > 0; t✳q✳ ∀n ≥ nc, N (n) ≤ ecn
❡t ♣♦✉r t♦✉t n ✜①é ♦♥ ♣❡✉t r❡♥❞r❡ ❧❡ t❡r♠❡
(
NΛ−1
)n
κ−2m ❞❛♥s ✭✸✳✺✳✸✮ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t
♣❡t✐t✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t c, δ > 0✱ ❡t n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ✐❧ ❡①✐st❡ m0 > 0 t✳q✳ ∀m > m0 ✱ j ❛ss❡③
❣r❛♥❞ ✿
P (n)µ (ξ,n) ≥ en(c+δ)Λ−nsrb ⇒ minǫ∈An
1
n
Sn log |detDxǫT | ≤ log Λsrb − δ ✭✸✳✺✳✹✮
❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A (n, δ) t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐t ❡♥ ✭✸✳✺✳✶✮ ❛✈❡❝ detDT ❞❛♥s ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ f ✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts x ∈ X t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
ǫ ∈ An✱ ré❛❧✐s❛♥t ∣∣ 1nSnf(xǫ)− ´X fdµ∣∣ ≥ δ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ T−n (X)∩A (n, δ) ❡t ❡st
❞♦♥❝ é❣❛❧ à A (n, δ)✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✺✳✹✮ s❡ tr❛❞✉✐t ❛❧♦rs ♣❛r ✿
∀c > 0, ∀n ≥ nc, (ξ,n) ∈ K (n, µ, δ + c)⇒ x ∈ A (n, δ)
♣❛r ❡r❣♦❞✐❝✐té ❞❡ T : X → X ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ µsrb ✭❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✮ ❡t ❝♦♠♠❡
KC0j−µ ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡s ré❣✉❧✐èr❡s ✭❧❡♠♠❡ ✸✳✶✸✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡
C > 0 t✳q✳
❱♦❧ {K (n, µ, δ + c)} ≤ Cµsrb (A(n, δ))❱♦❧
{
KC0j−µ
}
.
♠✉t❛t✐s ♠✉t❛♥❞✐s✱ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✷ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ♣♦✉r m, j ❛ss❡③
❣r❛♥❞s✱ ♣♦✉r t♦✉t ℓ > 0✱ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ j →∞
♯{λ(j)i ∈ σ
(
Qˆm,µ
)
|
∣∣∣λ(j)i ∣∣∣ > ec+δΛ− 12srb } ≤
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❊❳❚❊◆❙■❖◆❙ ❈❖▼P❆❈❚❊❙ ❉✬❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙ ❊❳P❆◆❙■❱❊❙ ✻✼
≤ µsrb (A(n, δ))︸ ︷︷ ︸
→n→∞0
O
(
jD(
1
2
−µ)+µ dimM K+ℓ
)
❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s j → ∞✱ µ → 12 ♣✉✐s ✜♥❛❧❡♠❡♥t n → ∞ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡st✐♠é ❞❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✻✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✸✳✶✽✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❡t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❢r❛❝t❛❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉
r❛②♦♥ s✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té r❛❞✐❛❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉❛♥t✐q✉❡s ♦✉✈❡rt❡s ❬❙❝❤✵✾❪ ♦ù ♣♦✉r ❧❡s ♦♥❞❡s ❛♠♦rt✐❡s✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡ s✉❣❣èr❡
❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ✜❣✳✸✳✽✮ ✐❧ ❢❛✉t ♠❡ttr❡ à ♣r♦✜t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
♠é❧❛♥❣❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ (X,T, µ)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛♠♦rt✐❡s ❡t ❧♦rsq✉❡
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♠é❧❛♥❣❡❛♥t❡✱ ❆♥❛♥t❤❛r❛♠❛♥ ❬❆♥❛✶✵❪
à ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❢♦rt❡s s✉r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s rés♦✲
♥❛♥❝❡s✳ ❊❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ❞é✈✐❛t✐♦♥s ✶✸ ❞❡ ❑✐❢❡r q✉✐ ❞♦♥♥❡
✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✈✐❛♥t✳ ❉❛♥s
♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s✬é♥♦♥❝❡ ❛✐♥s✐ ✿
▲❡♠♠❡ ✸✳✶✾✳ ✭●r❛♥❞❡s ❞é✈✐❛t✐♦♥s ❬❑✐❢✾✹❪ ✮✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❍ö❧❞❡r ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r
X ❡t A(n, δ) ⊆ X ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✈✐❛♥t ❛ss♦❝✐é t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✸✳✺✳✶✮✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t
δ < ‖f‖∞−
´
X fdµ✱ ♣♦✉r n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ µ (A (n, δ)) = O
(
e−nIδ
)
, ♦ù Iδ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♣♦s✐t✐✈❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ é❣❛❧❡ à 0 ❡♥ δ = 0✳
P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✻ ❡♥ ♠❡tt❛♥t à ♣r♦✜t ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❞é✈✐❛t✐♦♥s ♦♥ ❡st
t❡♥té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ♣♦✉r n ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❊❤r❡♥s❢❡st✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ m ❡st ✜①é ♣✳r✳ ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ j✱ ❧❡ t❡r♠❡(
NΛ−1
)n
κ−2m
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ P
(n)
µ ❞✐✈❡r❣❡r❛ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡✱ s❛✉❢ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝❛♣té❡s ✐ss✉❡s ❞❡ K✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡
✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ✭✐❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♠❛✐s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❝❛♣t✐✈✐té ❡st ❞é❥à très ❞✐✣❝✐❧❡ à ✈ér✐✜❡r✮✳ ▲❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡✱ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✿ tr❛❞✉✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❣r❛♥❞❡s ❞é✈✐❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s s♦♥ é♥♦♥❝é
❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡✳
✸✳✺✳✹ ❙✉r ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s
▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡②❧ ❋r❛❝t❛❧❡ ✭✸✳✹✳✷✮ ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ◆é❛♥✲
♠♦✐♥s✱ ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ r❡st❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐
❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡❧❧❡ ❢✉t ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❢♦✐s é♥♦♥❝é ♣❛r ❙❥östr❛♥❞ ❡♥ ✾✵ ❬❙❥ö✾✵❪✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ♦♥t ♠✐s ❡♥ é✈✲
✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❞❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❧♦✐ ✶✹ ✿ ♣♦✉r ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ s✉r
✶✸✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬❉❑✵✶❪✱❬❙❝❤✵✾❪ ♣✳✼✶ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❬▲✐✈✾✻❪ ♣♦✉r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛ts ❡t
❞✬❛✉tr❡s ré❢ér❡♥❝❡s✳
✶✹✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬◆♦♥✵✽❪ ❬❩✇♦✾✾❪ ♣♦✉r ❞❡ ♣❧✉s ❛♠♣❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❝❡ s✉❥❡t✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❊❳❚❊◆❙■❖◆❙ ❈❖▼P❆❈❚❊❙ ❉✬❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙ ❊❳P❆◆❙■❱❊❙ ✻✽
❧❡s s✉r❢❛❝❡s à ❝♦✉r❜✉r❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ♣❛r ❩✇♦rs❦✐✲▲✐♥✲●✉✐❧❧♦♣é ❬●▲❩✵✹❪✱ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
q✉❛♥t✐q✉❡s ♣❛r ◆♦♥♥❡♠❛❝❤❡r ❡t ❩✇♦rs❦✐ ❬◆❩✵✼❪❬◆❩✵✾❪ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ré❝é♠♠❡♥t ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐q✉❡ ♣❛r ❈❤❡♣❡❧✐❛♥s❦✐✐ ❡t ❙❤❡♣❡❧②❛♥s❦② ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥ts
❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉ ▲✐♥✉① ❬▲❊✶✵❪✳
▲❛ ❞✐✣❝✉❧té t❤é♦r✐q✉❡ ♠❛❥❡✉r❡ à s✉r♠♦♥t❡r ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞♦♥t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝♦♥trô❧❡r ❧❡
s♣❡❝tr❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥ts✱ ♥✐ ♠ê♠❡ ♥♦r♠❛✉① ✶✺✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❛ï✈❡ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t
à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ♣❡✉t êtr❡ r❡♥❞✉ ♣r❡sq✉❡ ♥♦r♠❛❧ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡
♥♦r♠❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❙✐ ❝❡❧❛ ét❛✐t ✈r❛✐ ✶✻ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍✉❛①✐♥ ▲✐♥
❬▲✐♥✾✼❪✱ ❞é♠♦♥tr❛♥t ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣r❡sq✉❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❡st ♣r♦❝❤❡
❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡②❧ ♦❜t❡♥✉❡
♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✷✳
▲❛ st❛❜✐❧✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝r♦✐r❡ ❡♥ ❝❡❧❛✳ ❊♥
❡✛❡t s✐ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♥♦r♠❛✉① ❡st st❛❜❧❡ s♦✉s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝❡ ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧
♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥♦♥✲♥♦r♠❛✉① ♦ù ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❧❡ ♣s❡✉❞♦✲s♣❡❝tr❡
❬❚r❡✾✷❪✳
✶✺✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❞✐t ♥♦r♠❛❧ s✐ ✐❧ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ s♦♥ ❛❞❥♦✐♥t✳
✶✻✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡ ϕ(x) → ϕ(2x) s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡✱ ♠❛✐s ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❛❞♠❡t ❛✉❝✉♥❡
rés♦♥❛♥❝❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❙②stè♠❡s ♦✉✈❡rts
✑❚♦✉t ❝❤❛♥❣❡❛✐t ❞❡ ♣ô❧❡ ❡t ❞✬é♣❛✉❧❡ ❀ ▲❛ ♣✐è❝❡ ét❛✐t✲❡❧❧❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞rô❧❡ ❀
▼♦✐ s✐ ❥✬② t❡♥❛✐s ♠❛❧ ♠♦♥ rô❧❡✱ ❝✬ét❛✐t ❞❡ ♥✬② ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ r✐❡♥✳✑ ✲▲♦✉✐s ❆r❛❣♦♥✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❢❡rt à ♣♦✐❞s
❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❝♦♥ç✉t ♣♦✉r ♠✐♠❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③êt❛ ❞❡ ❙❡❧❜❡r❣
❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① s✉r❢❛❝❡s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ❝♦♥✈❡①❡s ❝♦❝♦♠♣❛❝t❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐❢ ✶✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♣❡❝tr❛❧❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡
Fˆ~ : ϕ 7→ e
i
~
τeV ϕ ◦ T , ϕ ∈ C∞0 (I) ✭✹✳✵✳✶✮
♦ù I ❡st ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✬❛❞❤ér❡♥❝❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❡t T : T −1 (I) → I ❡st ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡ ♦✉✈❡rt❡ ✿ s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t K ❡st ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♥✉❧❧❡ ✭❝✬❡st ❡♥
❣é♥ér❛❧ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❈❛♥t♦r✮✳ τ ❡t V s♦♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐ss❡s✱ ❛✈❡❝ τ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s
❡t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ~ց 0✳ ❈❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣❛rt❛❣❡♥t ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉❛♥t✐q✉❡s ♦✉✈❡rt❡s✱ ét✉❞✐é❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t
♣❛r ◆♦♥♥❡♠❛❝❤❡r ❡t ❩✇♦rs❦✐ ❬◆❩✵✼❪ ❡t ♣❛r ❙❝❤❡♥❦ ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬❙❝❤✵✾❪✳ ❉❛♥s s♦♥
♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❞✐♣❧ô♠❡✱ s♦✉s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❑❤✉❧✱ ❲❡✐❝❤ ❬❲❡✐✶✵❪ ét✉❞✐❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡
t❡❧s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡t ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ à tr♦✐s ❞✐sq✉❡s✱ ❛r❝❤ét②♣❡
❞❡s s②stè♠❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ♦✉✈❡rts ✭❖♥ s❡ ré❢èr❡ ❬❲❡✐✶✵❪ ♣♦✉r ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♦✉✈❡rts ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡✮✳
❆♣rès ❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❘✉❡❧❧❡ ❞❡ Fˆ~ ✭✹✳✵✳✶✮✱ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✹✳✶✽
❡t ✹✳✷✹ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞♦♥♥❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s✉r ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ Fˆ~ ❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s✱ ❧✐é❡
à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ T ✲✐♥✈❛r✐❛♥t K ⊂ I✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝❡s rés✉❧t❛ts r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ s♦✉s✲
❥❛❝❡♥t❡ s✉r ❧❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t T ∗I ❛ss♦❝✐é❡ à Fˆ~✳
✻✾
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✹✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡
❙♦✐t I1, ..., IN ⊂ R✱ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❢❡r♠és ❡t ❞✐s❥♦✐♥ts ❡t
I :=
N⋃
i=1
Ii ✭✹✳✶✳✶✮
❙♦✐t A = (Aji) ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ N ×N ✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❞♦ré♥❛✈❛♥t ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✶✱
t❡❧❧❡ q✉❡ Aji = 0 ♦✉ 1✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ i j s✐ Aji = 1. ❆ t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ i, j t❡❧ q✉❡ i j ♦♥ s❡
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❧✐ss❡
φj,i : Ii → φj,i (Ii) ⊂ ✐♥t (Ij)
str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛❝t❛♥t❡ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ 0 < θ < 1 t❡❧ q✉❡
0 <
∣∣∣φ′j,i (x)∣∣∣ ≤ θ < 1 ✭✹✳✶✳✷✮
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ ✐♠♣♦s❛♥t ❛✉① ✐♠❛❣❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s φj,i ❞❡ ♥❡ ♣❛s s✬✐♥t❡rs❡❝t❡r ✿
φj,i (Ii) ∩ φl,k (Ik) 6= ∅ ⇒ i = k ❡t j = l. ✭✹✳✶✳✸✮
●râ❝❡ à ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s φj,i ♣❡✉✈❡♥t êtr❡s ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s
✐♥✈❡rs❡s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡ ✉♥✐✲✈❛❧✉é❡
T : φ (I)→ I
♦ù
φ (I) =
N⋃
i=1
{φj,i(x) | j; i j; x ∈ Ii}
❞é♥♦t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts {y} t❡❧s q✉❡ T (y) ∈ I✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥
❞❡ T s❡ ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❛rt ❞❡ K(0) = I ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t
K(n) := φ
n (I) ✭✹✳✶✳✹✮
P❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ K(n+1) ⊂ K(n) ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐t❡
K :=
⋂
n∈N
K(n) ✭✹✳✶✳✺✮
❡st ❛♣♣❡❧❧é ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ❝✬❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❈❛♥t♦r ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ dimH K str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ 1 ✲❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✶✮✳
✶✳ ❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ΓA à N s♦♠♠❡ts {vi}Ni=1✱ ❛✈❡❝ vi ❡t vj r❡❧✐és ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡
♦r✐❡♥té❡ ❧♦rsq✉❡ i j✳
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I1 I2
φ1,2
φ1,1
φ2,1
I2
I1
φ2,2
G2
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss tr♦♥q✉é❡ T (x) ≡ G2(x) :=
{
1
x
}
s✐ x ∈ [ 12 ; 1] ❡t 0 s✐♥♦♥✳
▲♦rsq✉❡ r❡str❡✐♥t❡ à G−22 ([0, 1]) =
[
1
3 ;
2
7
] ∪ [ 12 ; 34] = I✱ G2 ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥tr❛❝t❛♥t❡s {φj,i} ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
A =
(
1 1
1 1
)
✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t K2 ⊂ I ❡st ✉♥ ❈❛♥t♦r ❢♦r♠é ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ❞♦♥t ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ q✉❡ 1 ❡t 2✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞❡ K2
❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0, 5 ✲❝❢✳ ✜❣✭✹✳✷✮✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❬❋❛❧✾✼✱ ♣✳✼✷❪ ▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r I
❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
Pr (f) = lim
n→∞
1
n
log
 ∑
x=T n(x)
exp
n−1∑
k=0
f ◦ T k(x)
 ✭✹✳✶✳✻✮
♦ù ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦♠♠❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts n✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❡ T : K → K✳
❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡st J = log |T ′| > 0✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥ ❬❋❛❧✾✼✱ ♣✳✼✼❪ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡❧❧❡ r❡❧✐é❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s✲
❞♦r✛ ❞❡ K ❡t ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✭♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✮ ❝❡tt❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳ ✭❇♦✇❡♥✮✳Pr (−βJ) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡♥ β ∈ R✳
❙♦♥ ✉♥✐q✉❡ ③ér♦ ❡st dimH K ✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ K ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ T ❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉t♦s✐♠✐❧❛✐r❡ ❬❋❛❧✾✼✱
♣✳✼✷❪✳ P♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡
▼✐♥❦♦✇s❦✐✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥ δ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ K ❧♦rsq✉❡ δ ց 0✳
✭❞❡❢✳ ✸✳✶✶ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮ ❬❋❛❧✾✺❪✳
✹✳✶✳✵✳✶ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt
❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐ss❡s τ ∈ C∞ (I;R) ❡t V ∈ C∞ (I;R)✳ ❘❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t♦✐t ❡t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✱ ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s s✉s♣❡♥s✐♦♥s
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✼✷
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ Pr (−βJ) ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡
●❛✉ss tr♦♥q✉é❡s ❛✉① N ♣r❡♠✐èr❡s ❜r❛♥❝❤❡s✱ N = 1, ..., 6 ✲❝❢✳ ✜❣✳✭✹✳✶✮✳ P❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥
❧✬✉♥✐q✉❡ ③ér♦ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥tKN ❞❡
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ P♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❝❡tt❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ s❡ ré❞✉✐t à ✉♥ ♣♦✐♥t ✭❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦r✮ ❡t ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ K1 ❡st ❞♦♥❝ ♥✉❧❧❡✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ N ❡t ♦♥ ❛ dimH (K2) = 0.55± 0.2✱
dimH (K3) = 0.72± 0.2✱ ❡t dimH (K4) = 0.8± 0.2 ❡t❝✳✳✳✲■♠❛❣❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❋ré❞ér✐❝ ❋❛✉r❡✳
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s ♣♦✉r τ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r V ✳ ❆ ♣❛rt✐r
❞❡ T ✱ τ ❡t V ♦♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt à ♣♦✐❞s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡
C∞U (R) ⊂ C∞0 (R)
❞é♥♦t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐ss❡s à s✉♣♣♦rt ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♣❛❝t U ⊂ R✳
❙♦✐t ~ > 0 ✉♥ ♣❡t✐t ♣❛r❛♠ètr❡ ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✜①❡ ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✮✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
tr❛♥s❢❡rt
Fˆ : C∞I (R)→ C∞φ(I) (R) ⊂ C∞I (R)
q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✬é❝r✐t
Fˆ : ϕ 7→
{
eV+i
1
~
τ (ϕ ◦ T ) (x) s✐ x ∈ φ (I)
0 s✐♥♦♥
✭✹✳✶✳✼✮
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ∈ C∞I (R)✱ n ≥ 0 ♦♥ ❛
s✉♣♣
(
Fˆnϕ
)
⊂ K(n) ✭✹✳✶✳✽✮
♦ù K(n) ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✹✳✶✳✹✮✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s à
❝♦✉r❜✉r❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❝♦♥✈❡①❡s ❝♦❝♦♠♣❛❝t❡s✱ ❡t r❡♣r♦❞✉✐s❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ❛s♣❡❝ts ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s q✉❛♥t✐q✉❡s ♦✉✈❡rt❡s ❬❇♦r✵✼✱ ◆❩✵✼❪✳
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❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✳ ❯♥ rés✉❧t❛t ❝é❧è❜r❡ ❞❡ ▼❛②❡r ❬▼❛②✾✶❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③êt❛ ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ X = PSL(2,Z)\H2✱ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡
ζX(s) = det (I − Ls) ; s ∈ C
♦ù Ls ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ●❛✉ss✲▼❛②❡r ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss
G : [0, 1] → [0, 1]
x → { 1x}
❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ Gn : x 7→ 1x+n ❀ n ∈ N∗✱ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥✈❡rs❡s ❞❡ G✱ ❛❧♦rs Ls s✬é❝r✐t
(Lsϕ) (x) =
∞∑
n=1
es log(Gn(x))
2
ϕ (Gn(x)) ; ϕ ∈ C ([0, 1]) s ∈ C
P♦✉r ❝❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✉ t②♣❡ ✭✹✳✶✳✼✮✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r tr♦♥q✉❡r G à s❡s N
♣r❡♠✐èr❡s ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ♣♦s❡r
T (x) ≡ GN (x) =
{
G(x) s✐ x ∈
[
1
N+1 ; 1
]
0 s✐♥♦♥
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ G−1N ([0, 1]) =
[
1
N+1 ; 1
]
❡t G−2N ([0; 1]) =
⋃N
j=1 Ij =: I ♦ù ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
Ij s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts
✷✳ ❘❡str❡✐♥t❡ à s♦♥ ❛❝t✐♦♥ s✉r I✱ GN ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡
❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥tr❛❝t❛♥t❡s φj,i : Ii → Ij i, j ∈ {1, ..., N} ✭❝❢✳
✜❣✳✹✳✶✮✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs(
Fˆϕ
)
(x) = e(
i
~
−α) log x2ϕ (GN (x)) ; ϕ ∈ C∞0 (I)
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ●❛✉ss✲▼❛②❡r tr♦♥q✉é✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ t♦✉t ❛✉
❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡✛❡❝t✉és ♣♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✳
✹✳✶✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❧✬♦♣ér❛t❡✉r Fˆ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✹✳✶✳✼✮ ❛❣✐t s✉r C∞I (R)✳ P♦✉r ét❡♥❞r❡ s♦♥ ❛❝t✐♦♥ ❛✉① ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝✉t✲♦✛
χ ∈ C∞I (R)
t❡❧❧❡ q✉❡ 0 < χ (x) ≤ 1 ♣♦✉r t♦✉t x ∈ ■♥t (I) ❡t χ (x) = 1 s✉r φ (I)✳ ❖♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r χˆ
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r χ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs
Fˆχ := Fˆ χˆ. ✭✹✳✶✳✾✮
✷✳ Pré❝✐sé♠❡♥t ✿
Ij :=
[
1
N + 2− j ;
1 +N
(1 +N) (N + 1− j) + 1
]
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P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ∈ C∞φ(I) (R) ♦♥ ❛ χˆϕ = ϕ ❡t ❞♦♥❝ Fˆχϕ = Fˆϕ✳ ❈♦♠♠❡
χˆ : C∞0 (R)→ C∞I (R)
Fˆχ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ s✉r C∞0 (R)✳ ●râ❝❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝✉t✲♦✛✱ ❧✬❛❞❥♦✐♥t L2 ❞❡ Fˆχ ❛ ✉♥ s❡♥s
❡♥ t❛♥t q✉✬♦♣ér❛t❡✉r
Fˆ ∗χ : C∞0 (R)→ C∞I (R) ⊂ C∞0 (R) .
❊♥ ❡✛❡t✱ 〈
Fˆχψ, ϕ
〉
L2(R)
=
ˆ
φ(I)
eV (x)−i
1
~
τ(x)χ(T (x))ϕ(x)ψ(T (x))dx
♣♦✉r t♦✉t x ∈ T −1(I) ♦♥ ♣♦s❡ y = T (x)✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞❡✈✐❡♥t
ˆ
I
ψ(y)χ(y)
∑
z∈φ(y)
eV (z)−J(z)e−i
1
~
τ(z)ϕ(z)dy =:
〈
ψ, Fˆ ∗χϕ
〉
L2(R)
❛✈❡❝ J = log |T ′|✳ ❆✐♥s✐(
Fˆ ∗χϕ
)
(x) = χ(x)
∑
y∈φ(x)
eV(y)−i
1
~
τ(y)ϕ(y) ✭✹✳✶✳✶✵✮
s✐ x ∈ I ❡t 0 s✐♥♦♥✳ ❖♥ ❛ ♣♦sé
V = V − J
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s❛♥s χ✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ Fˆ ∗ ♣♦✉rr❛✐t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ à
❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ I✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✹✳ ▲♦rsq✉❡ τ = 0 ♦♥ r❡❝♦♥♥❛ît ❡♥ ✭✹✳✶✳✶✵✮ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ P❡rr♦♥✲❋r♦❜❡♥✐✉s
✉s✉❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t Fˆ ∗0 ✳ Fˆ
∗
0 ❛❣✐t s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ K ❝♦♠♠❡ ✿(
Fˆ ∗0 v
)
(x) =
∑
y∈φ(x)
eV(y)v(y)
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P❡rr♦♥✲❋r♦❜❡♥✐✉s ❬❋❛❧✾✼✱ ♣✳ ✽✵❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ Fˆ ∗0 ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ w ∈ C (K) t❡❧❧❡ q✉❡
Fˆ ∗0w = e
Pr(V)w
❛✈❡❝ Pr (V) ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢ V = V − J ✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥❡
♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té µ s✉r K t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ∈ C (K)
ˆ (
Fˆ ∗0 g
)
dµ = ePr(V)
ˆ
gdµ
❧❛ ♠❡s✉r❡ wdµ ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❡t ❡r❣♦❞✐q✉❡ s✉r K✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡
●✐❜❜s✳
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▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝✉t✲♦✛ ♥♦✉s ❞✐s♣❡♥s❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣❡✉ ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r K q✉✐ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❈❛♥t♦r✳ ❉❡ ♣❧✉s ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ✭✹✳✶✳✾✮ s✬ét❡♥❞ ♣❛r ❞✉❛❧✐té ❛✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✿
Fˆχ : D′ (R)→ D′ (R) ✭✹✳✶✳✶✶✮
❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ D′ (R)✱
s✉♣♣
(
Fˆnχα
)
⊂ K(n) ✭✹✳✶✳✶✷✮
❛✈❡❝ K(n) t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✹✳✶✳✹✮✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ Fˆ ∗χ ♣rés❡r✈❡ C∞0 (R)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Fˆχ s✉r D′ (R)
♣❛r ❞✉❛❧✐té ❡♥ ♣♦s❛♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ D′ (R) , ψ ∈ C∞0 (R)
Fˆχ (α) (ψ) := α
(
Fˆ ∗χψ
)
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ s✐ ψ = 0 ❞❛♥s φ (I) ❛❧♦rs✱ ♣❛r ✭✹✳✶✳✶✵✮✱ Fˆ ∗χψ ≡ 0✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
s✐ ψ ∈ C∞0 (R) ❛✈❡❝ s✉♣♣ (ψ) ∩K(n) = ∅(
Fˆ ∗χ
)n
ψ ≡ 0
P♦✉r t♦✉t α ∈ D′ (R)✱ ♦♥ ❛✉r❛ ❛❧♦rs
(
Fˆnχα
) (
ψ
)
= α
((
Fˆ ∗χ
)n
ψ
)
= 0✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝❡❧❛
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ Fˆnχα ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s K(n)✳
✹✳✷ ❙♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✻ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Fˆχ ❛❞♠❡t ✉♥
s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❘✉❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ♦r❞✐♥❛✐r❡sH−m (R) ⊂
D′ (R)✳ ❈❡ s♣❡❝tr❡ ❝❡ tr♦✉✈❡ êtr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ m ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝✉t✲♦✛ χ ❝❡ q✉✐
❞♦♥♥❡ t♦✉t s♦♥ ✐♥térêt à ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s q✉✐ ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡♥t s♦♥t ❝♦♥str✉✐t ❝♦♠♠❡
H−m (R) := Aˆ−1m
(
L2 (R)
)
♦ù Aˆm := ❖♣
w
1 (Am) ❡t Am ∈ S−m0
(
R2
)
❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❜♦r♥é ❞✬♦r❞r❡ −m
Am(ξ) = 1 s✐ |ξ| ≤ 1
= |ξ|−m s✐ |ξ| ≥ 1 + η ✭✹✳✷✳✶✮
❛✈❡❝ η > 0 ✜①é ♠❛✐s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t ❡t ❖♣w1 ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡②❧ ❞é✜♥✐❡ ❡♥
✭✷✳✶✳✶✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❙♣❡❝tr❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ●❛✉ss✲▼❛②❡r tr♦♥q✉é ❛✉① ✸ ♣r❡♠✐èr❡s
❜r❛♥❝❤❡s ✭❝❢✳ ❡①✳ ✹✳✸✮ ♣♦✉r ~−1 = 99✱ α = 0✳ ■♠❛❣❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❋ré❞ér✐❝ ❋❛✉r❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✻✳ ❙♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s✳ P♦✉r t♦✉t ~ > 0✱ ♣♦✉r t♦✉t m ∈ R✱
❧✬♦♣ér❛t❡✉r Fˆχ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✹✳✶✳✶✶✮ ❧❛✐ss❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ H
−m (R)✳
Fˆχ : H
−m (R)→ H−m (R)
❡st à s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ |z| > rm✱ ❛✈❡❝
rm = θ
meVM
√
Nθ ✭✹✳✷✳✷✮
♦ù 0 < θ < 1 ❡st ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ✭✹✳✶✳✷✮ ❡t VM = ♠❛①x∈Iℜ (V (x))✳ ▲❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Fˆχ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s r❡s♣❡❝t✐❢s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♥✐ ❞❡ m ♥✐
❞❡ χ ❡t ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❘✉❡❧❧❡
Res
(
Fˆ
)
:= {λi}i ⊂ C∗
❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt Fˆ ✳ ▲❡ s✉♣♣♦rt ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ K✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✬♦r❡s ❡t ❞é❥à ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ α ❞❡ Fˆχ✱ s✐
❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s✉♣♣♦rté s✉r K ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♣❛s ❞❡ χ✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s✐
Fˆχα = λα
❛✈❡❝ λ 6= 0✱ ❛❧♦rs
α =
1
λn
Fˆnχα
♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✶✳✶✷✮ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✶✱ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡
s✉♣♣ (α) ⊂ K =
⋂
n∈N
K(n)
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✼✼
❙✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ χ = 1 ❞♦♥❝ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❡t ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Fˆχ ♥❡
❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ χ✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡
q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❇✳✷ ❞❡ ❘✉❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①♣❛♥s✐✈❡s ✑❢❡r♠é❡s✑✱ ♣r♦✉✈é
❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ϕ ∈ C∞ (Ii)✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t j t❡❧ q✉❡ i  j✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
♣✉❧❧✲❜❛❝❦
ϕ 7→ ϕ ◦ φ−1j,i
❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ✐♥té❣r❛❧ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭❖■❋✮ ❛ss♦❝✐é ❛✉ r❡❧❡✈é ❝❛♥♦♥✲
✐q✉❡ ❞❡ φ−1j,i ❛✉ ❝♦t❛♥❣❡♥t T
∗I
Fj,i : T
∗
x Ii → T ∗φj,i(x)Ij
ξ 7→ φ′j,i(x)−1 · ξ
✭✹✳✷✳✸✮
▲♦rsq✉❡ ~ ❡st ✜①é ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r eV e
i
~
τχ ◦ φ−1j,i ✱ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✹✳✶✳✼✮ ❡t ✭✹✳✶✳✾✮✱ ♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡ ♣❛s ❛✉ tr❛♥s♣♦rt ✭❝✬❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ P❉❖
❞✬♦r❞r❡ ✵✮✳ ●râ❝❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝✉t✲♦✛ ♦♥ ♣❡✉t é♥♦♥❝❡r ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊❣♦r♦✈
❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❯♥❡ ♣ré❝❛✉t✐♦♥ s✬✐♠♣♦s❡ t♦✉t❡❢♦✐s ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✼✳ ❬●❙✾✹❪ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r Aˆ ❡st ♣r♦♣r❡♠❡♥t s✉♣♣♦rté s✐ ✐❧ ♣rés❡r✈❡ C∞0 (R) .
▲❡♠♠❡ ✹✳✽✳ ❊❣♦r♦✈ ♣♦✉r ~ ✜①é✳ ❙✐ a ∈ Sm (R2) ❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
♣r♦♣r❡♠❡♥t s✉♣♣♦rté Aˆ ∈ OPSm ❛❧♦rs Fˆ ∗χAˆFˆχ ❡st ✉♥ P❉❖ ❞❛♥s OPSm ♣r♦♣r❡♠❡♥t
s✉♣♣♦rté✳ ❙♦♥ s②♠❜♦❧❡✱ ♥✉❧ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ T ∗I✱ s✬é❝r✐t
χ2 (x)
∑
i j
e(2V+J)(φj,i(x))a (Fj,i (x, ξ)) ♠♦❞ S
m−1
(
R2
)
♦ù V := V − J ❡st ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ Aˆ ❡st ♣r♦♣r❡♠❡♥t s✉♣♣♦rté✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛✲
t❡✉rs ♣✉❧❧✲❜❛❝❦ ✉s✉❡❧s ❬❊❩✵✸❪✳ ❧❡ ♣ré✲❢❛❝t❡✉r e(2V+J)(φj,i(x)) ♣r♦✈✐❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✹✳✶✳✼✮ ❡t ❞❡ ✭✹✳✶✳✶✵✮✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✻✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à
Qˆm := AˆmFˆχAˆ
−1
m : L
2 (R)→ L2 (R) .
q✉✐ ❡st ✉♥✐t❛✐r❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à Fˆχ : H
−m (R) → H−m (R)✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
Aˆ−1m ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦♣r❡♠❡♥t s✉♣♣♦rté✳ ❈❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥t♦✉r♥é ❡♥
❛♣♣r♦①✐♠❛♥t Aˆ−1m ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣r♦♣r❡♠❡♥t s✉♣♣♦rté Λm✳ ❈❡tt❡ ❛st✉❝❡ ❡st ❡①♣❧✐q✉é❡
❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❬●❙✾✹✱ ♣✳✹✺❪✳ Qˆm ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡♥s❡ C∞0 (R)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
Pˆ := Qˆ∗mQˆm = Aˆ
−1
m
(
Fˆ ∗χAˆ
2
mFˆχ
)
Aˆ−1m ✭✹✳✷✳✹✮
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✼✽
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊❣♦r♦✈ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s P❉❖✱ ♦♥ ❛ q✉❡ Pˆ
❡st ✉♥ P❉❖ ❞❛♥s OPS0
(
R2
)
❡t s♦♥ s②♠❜♦❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✬é❝r✐t ✿
P (x, ξ) = χ2 (x)
∑
i j
e(2V+J)(φj,i(x))
A2m ◦ Fj,i (x, ξ)
A2m (x, ξ)
❉❡ ✭✹✳✷✳✶✮ ❡t ✭✹✳✷✳✸✮✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ I ❡t |ξ| > 1 + η ✿
|P (x, ξ)| ≤ χ2 (x) θ2m
∑
i j
e(2V+J)(φj,i(x)) ≤ Nθ2me2VM+log θ
❛✈❡❝ VM = ♠❛①x∈IV (x)✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❇✳✷ s✬❛♣♣❧✐q✉❡
s❛♥s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✷ ❡t s♦♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s
♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ m ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❧❡s ✉♥s
❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s✳
✹✳✸ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s✉r T ∗I
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ~ > 0 ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
tr❛♥s❢❡rt ✭✹✳✶✳✼✮ ♥✬❡st ♣❧✉s ✜①é✳ P♦✉r ♠❡ttr❡ ❝❡❧❛ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ é❝r✐r❛ Fˆχ,~ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡
Fˆχ ❡t ♣♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦♥ ♦♠❡t ❧✬✐♥❞✐❝❡ χ✱ Fˆ~ ≡ Fˆχ,~✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ✉♥❡ ❛♥❛❧✲
②s❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ s✉r ❧❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ à Fˆ~✱ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
✐♥té❣r❛❧ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭❖■❋✮ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡✳ P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛s ❢❡r♠é ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♦♥ s❡r❛
❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ ❛ss♦❝✐é
à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳
✹✳✸✳✶ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ s✉r T ∗I
Fˆ~ : ϕ→
PDO︷ ︸︸ ︷
(χ ◦ T ) eV e i~ τ︸︷︷︸
OIF
OIF︷ ︸︸ ︷
(ϕ ◦ T )
❈♦♠♠❡ ~ > 0 ♥✬❡st ♣❧✉s ✜①é✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs
(
e
i
~
τ
)
~>0
❡st ✉♥ ❖■❋ ❛ss♦❝✐é à
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (x, ξ) → (x, ξ + dτdx)✳ P❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✭✹✳✷✳✸✮✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
❛ss♦❝✐é❡ à
(
Fˆ~
)
~>0
s✬é❝r✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
Fj,i : T
∗
x Ii 7→ T ∗φj,i(x)Ij
ξ 7→ φ′j,i (x)−1 · ξ + τ ′ (φj,i(x))
✭✹✳✸✳✶✮
♣♦✉r t♦✉t i, j t❡❧s q✉❡ i  j✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ♦♥ ❣❛r❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ q✉❡ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✳✸✮✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ ❧❡s tr❛❥❡❝✲
t♦✐r❡s ❢✉✐❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥trô❧é❡ ✿
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✼✾
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❝❛♣t✐✈✐té✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✾✳ P♦✉r t♦✉t 1 < κ < 1/θ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ R ≥ 0 t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t |ξ| > R ❡t ♣♦✉r
t♦✉t i j✱ ∣∣ξ′∣∣ > κ |ξ| ✭✹✳✸✳✷✮
♦ù (x′, ξ′) = Fj,i (x, ξ)✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❡ ✭✹✳✸✳✶✮✱ ♦♥ ❛ q✉❡ ξ′ = φ′j,i (x)
−1 ξ + τ ′ (x′)✳ ❆✐♥s✐∣∣ξ′∣∣− κ |ξ| = ∣∣∣φ′j,i (x)−1 · ξ + τ ′ (x′)∣∣∣− κ |ξ| ≥ (θ−1 − κ) |ξ| −max
I
∣∣τ ′∣∣ > 0,
❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ✈r❛✐❡ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ |ξ| > R := ♠❛①|τ ′|
θ−1−κ
✳
■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ ❝♦♠♣❛❝t✱ ❡t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❢r❛❝t❛❧✱ ♣♦✉r F := {Fj,i}i j ✳
❖♥ ♣❛rt ❞❡
Z := K × [−R,R] ✭✹✳✸✳✸✮
♦ù K ⊂ I ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ φ−1✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✹✳✶✳✺✮ ❡t R ❡st ❝❤♦✐s✐t ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡
❧❡♠♠❡ ✹✳✾ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ 1 < κ < 1θ ✳ ❖♥ ❛
F−1 (Z) ⋐ Z
❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡ F−n (Z) ⊂ F−(n−1) (Z) ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❧✐♠✐t❡
K˜ ⊂ T ∗I ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ ❞❡ F ✿
K˜ :=
∞⋂
n=0
F−n (Z) ✭✹✳✸✳✹✮
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✽✵
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ ❛ss♦❝✐é à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ●❛✉ss✲▼❛②❡r
tr♦♥q✉é ❛✉① ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❜r❛♥❝❤❡s ✲❡①✳ ✹✳✸✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ s✬é❝r✐t F (x, ξ) =
{Fn(x, ξ);n = 1, 2} ❛✈❡❝ Fn(x, ξ) =
(
1
x+n ;−(x+ n)2
(
ξ + 2
x+n
))
✳
P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❞❡♣✉✐s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❛♥s K˜ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❡st ❝❛♣té❡ ♣♦✉r t♦✉t
t❡♠♣s✳ ❖♥ ❞és✐r❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✵✳ ❙♦✐t R ❝❤♦✐s✐t ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✾ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ 1 < κ < 1θ ✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ F ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡♠❡♥t ❝❛♣t✐✈❡ s✐✱ ❞❡♣✉✐s t♦✉t ♣♦✐♥t (x, ξ) ∈ Z0 := I× [−R,R]
✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ s❡✉❧❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡st❛♥t ❞❛♥s Z0 ✿
∀ (x, ξ) ∈ Z0, ♯ {F (x, ξ) ∩ Z0} ≤ 1 ✭✹✳✸✳✺✮
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✶✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❝❛♣t✐✈✐té ❞é✜♥✐❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞❡❢✳✭✸✳✸✮✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❧✬❛✛❛✐❜❧✐r ❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
n ∈ N∗ t❡❧ q✉❡
∀ (x, ξ) ∈ Z0, ♯ {Fn (x, ξ) ∩ Z0} ≤ 1
❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✭✹✳✸✳✺✮ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t Z0 ♣❛r ✉♥ ǫ✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ K˜ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
ǫ > 0✳ P❛r s✐♠♣❧✐❝✐té ♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✵ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✳ F ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡♠❡♥t ❝❛♣t✐✈❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . N}✱
♣♦✉r t♦✉t j, k t❡❧s q✉❡ j 6= k✱ i j✱ i k✱
F−1 (φj,i (Ii)× [−R,R])
⋂
F−1 (φk,i (Ii)× [−R,R]) = ∅ ✭✹✳✸✳✻✮
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ✐❧❧✉str❡ ✭✹✳✸✳✻✮✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✽✶
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✸✳✻✮ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❝❛♣t✐✈✐té ❞❡ F ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t (x, ξ) ∈ Z0 ❛✈❡❝ x ∈ Ii✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
♯ {F (x, ξ) ∩ Z0} ≥ 2
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ j, k t❡❧s q✉❡ j 6= k✱ i j✱ i k✱ t❡❧s q✉❡
Fj,i (x, ξ) ∈ φj,i (Ii)× [−R,R] ❡t Fk,i (x, ξ) ∈ φk,i (Ii)× [−R,R]
❆✐♥s✐
(x, ξ) ∈
{
F−1 (φj,i (Ii)× [−R,R])
⋂
F−1 (φk,i (Ii)× [−R,R])
}
❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✭✹✳✸✳✻✮✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st é✈✐❞❡♥t❡✳
✹✳✸✳✷ ❉②♥❛♠✐q✉❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é✲
❞✉r❡ ❡st st❛♥❞❛r❞ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡①♣❛♥s✐✈❡s ❬❇❙✵✷❪✳
❈♦❞❛❣❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡ K✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s
W+ :=
{
(w0, w1, . . .) ∈ {1, . . . , N}N ; wℓ  wℓ−1, ∀ℓ ≥ 1
}
✭✹✳✸✳✼✮
❡t
Wn :=
{
(w0, w1, . . . , wn) ∈ {1, . . . , N}n+1 ; wℓ  wℓ−1, ∀1 ≤ ℓ ≤ n
}
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✽✷
❧❡s ♠♦ts ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✳ P♦✉r w ∈ W+ ❡t i < j ♦♥ ♥♦t❡ wi,j := (wi, wi+1, . . . wj) ∈
Wn ❧❛ s✉✐t❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①tr❛✐t❡ ❛✈❡❝ n = j − i ≥ 1✳ ❖♥ ♣♦s❡
φwi,j := φwi,wi+1 ◦ . . . ◦ φwj−1,wj : Iwj → Iwi ✭✹✳✸✳✽✮
❡t ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Iwn ✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ φn (x) =
{
φw0,n (x) ; w0,n ∈ Wn
}
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❞❡ x ❛✉ t❡♠♣s n✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦❞❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ K ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
Iw0,n := φw0,n (Iwn) ⊂ Iw0 ✭✹✳✸✳✾✮
P♦✉r t♦✉t 0 < m < n✱ Iw0,n ⊂ Iw0,m ⊂ Iw0 ❡t ❞✬❛♣rès ✭✹✳✶✳✷✮✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ Iw0,n ❡st
❜♦r♥é ♣❛r θn |Iwn | →nր∞ 0✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ K(n) ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✹✳✶✳✹✮ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡
❝♦♠♠❡
K(n) =
⋃
w0,n∈Wn
Iw0,n ✭✹✳✸✳✶✵✮
❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ K✳
(
Iw0,n
)
n≥1
❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✹✳✸✳✾✮ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞é❝r♦✐s✲
s❛♥t❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❢❡r♠és ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✈❡rs ✉♥ ♣♦✐♥t
xw := Iw :=
∞⋂
n=1
Iw0,n ∈ K ✭✹✳✸✳✶✶✮
❈❡❧❛ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢
S : W+ → K
w 7→ xw ✭✹✳✸✳✶✷✮
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ S :W+ → K ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✶✸✳ ❆✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ✭✹✳✶✳✸✮ S :W+ → K ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t w,w′ ∈ W+ ❛✈❡❝ w 6= w′ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ k ≥ 0 t❡❧ q✉❡ wk 6= w′k✳ ❉❡
✭✹✳✶✳✸✮ ♦♥ ❛
φwk−1,wk (Iwk) ∩ φw′k−1,w′k
(
Iw′k
)
= ∅
P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡
φw0,k (Iwk) ∩ φw′0,k
(
Iw′k
)
= ∅
❈♦♠♠❡ S (w) ∈ φw0,k (Iwk) ❡t S (w′) ∈ φw′0,k
(
Iw′k
)
♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ S (w) 6= S (w′) ❝❡ q✉✐
♠♦♥tr❡ q✉❡ S ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✽✸
❉②♥❛♠✐q✉❡ s②♠❜♦❧✐q✉❡ s✉r K˜ ⊂ T ∗I✳ ❙♦✐t
W :=
{
(. . . w−2, w−1|w0, w1, . . .) ∈ {1, . . . , N}Z ; wℓ  wℓ−1, ∀ℓ ∈ Z
}
▲❡ s❤✐❢t à ❞r♦✐t❡ R :W →W ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ (R (w))k = wk+1✱ ✐✳❡✳
R (w) = (. . . w−2, w−1, w0|w1, w2 . . .)
✭❧❛ ❜❛rr❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ | s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡✮✳ ❆ t♦✉t ♠♦t w ∈ W ♦♥ ❛ss♦❝✐❡
w+ := (w0, w1, . . .) ∈ W+
▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ R ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ♠♦ts ❞❡W+ ❡t ❝♦❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉r K ❡♥❣❡♥❞ré❡
♣❛r φ−1✳ ❊♥ ❡✛❡t
R (w+) = (w1, w2 . . .) ∈ W+
❡t✱ ♣❛r ✭✹✳✸✳✶✷✮✱ s✐ xw+ = S (w+) ∈ K ♦♥ ❛ q✉❡
T (xw+) = xR(w+). ✭✹✳✸✳✶✸✮
❧✬✐♥✈❡rs❡ s✉r W ❞❡ R✱ ▲❡ s❤✐❢t à ❣❛✉❝❤❡ L :W →W ✱ ❞♦♥♥❡ (L (w))k = wk−1✱ ✐✳❡✳
L (w) = (. . . w−2|w−1, w0, w1, w2 . . .)
P♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ Ln (w)+ = (w−n, w−n+1 . . . w−1w0w1 . . .) ∈ W+✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ xLn(w)+ × [−R,R] ❡t s♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛r F−n ✿
K˜w,n := F
−n
(
xLn(w)+ × [−R,R]
)
P❛r ✭✹✳✸✳✶✸✮ ❡t ✭✹✳✸✳✶✮
K˜w,n = xw+ × Jw,n ✭✹✳✸✳✶✹✮
♦ù (Jw,n)n∈N ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r Jw,0 = [−R,R]✱
❛✈❡❝ Jw,n+1 ⋐ Jw,n ❡t |Jw,n+1| ≤ θ |Jw,n| ♦ù θ < 1 ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✹✳✶✳✷✮✳ ❈❡tt❡ s✉✐t❡
❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ♣♦✐♥t ξw ❞é✜♥✐ss❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ s✉r K˜ ✿
S˜ :
{
W → K˜
w → (xw+ , ξw) ✭✹✳✸✳✶✺✮
q✉✐ ét❡♥❞ ✭✹✳✸✳✶✷✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ F : K˜ → K˜ ❡st ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❛✉ s❤✐❢t à ❣❛✉❝❤❡ L
s✉r W ✿
W L→ W
S˜ ↓ S˜ ↓
K˜
F→ K˜ ✭✹✳✸✳✶✻✮
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✹✳ ❙✐ F ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡♠❡♥t ❝❛♣t✐✈❡ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✵✮ ❛❧♦rs S˜ ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t F : K˜ → K˜ ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❡t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✭✹✳✸✳✶✻✮ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✸ q✉❡ S : W+ → W+ ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ❙♦✐t
w,w′ ∈ W ❛✈❡❝ w+ = w′+ ♠❛✐s w 6= w′✳ ❖♥ ✈❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡
ξw 6= ξw′
❙♦✐t n ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ w−n 6= w′−n✳ ❆❧♦rs
Ln (w)+ 6= Ln
(
w′
)
+
❈♦♠♠❡ S ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
S
(Ln (w)+) := xLn(w)+ 6= xLn(w′)+ =: S(Ln (w′)+)
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ♦♥ ♣♦s❡ xm := xLm(w)+ ❡t x
′
m := xLm(w′)+ ✳ ❖♥ ❛ q✉❡ xn 6= x′n ❡t xm = x′m
♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ m < n✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✱ ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❝❛♣t✐✈✐té ✐♠♣♦s❡ à
F−n (xn × [−R,R]) ❡t F−n
(
x′n × [−R,R]
)
❞✬êtr❡ ❞✐s❥♦✐♥ts ❝❛r xm = x
′
m ♣♦✉r t♦✉t m < n✳
✹✳✸✳✸ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ K˜
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✺✳ ▲♦rsq✉❡ F ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡♠❡♥t ❝❛♣t✐✈❡ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✵✮ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ✭i j ⇒ j  i✮ ❛❧♦rs
dimMK˜ = 2dimMK
♦ù dimM ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✸✳✹✳✶✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✻✳ ❖♥ s❛✐t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❬❋❛❧✾✼❪ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❡t ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐
❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣♦✉r K✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t dimMK˜ = 2dimHK ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❇♦✇❡♥ ✭❧❡♠♠❡
✹✳✷✮ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t dimHK✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❆ w = (wk)k∈Z ∈ W ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ w+ = (w0, w1, ...) ∈ W+ ❡t w− =
(...w−2w−1) ✳ ❙♦✐t
w− := (w−1, w−2, . . .)
❧❡ ♠♦t r❡♥✈❡rsé✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st s✉♣♣♦sé❡ s②♠étr✐q✉❡ w− ∈ W+✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
D : W → W+×˜W+ ⊂ W+ ×W+
w → (w+, w−)
♦ù
W+×˜W+ :=
{(
w,w′
) ∈ W ×W ; w0  w′0} ✭✹✳✸✳✶✼✮
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▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✹ ♠♦♥tr❡ q✉❡ S˜ : W → K˜ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✹✳✸✳✶✺✮ ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❧♦rsq✉❡ F
❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡♠❡♥t ❝❛♣t✐✈❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs
Φ := (S⊗S) ◦ D ◦ S˜−1 : K˜ → K ×K
❙♦✐t
K×˜K := (S⊗S) (W+×˜W+) ⊂ K ×K ✭✹✳✸✳✶✽✮
P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ Φ : K˜ → K×˜K ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ✿
▲❡♠♠❡ ✹✳✶✼✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Φ : K˜ → K×˜K ❡st ❜✐✲❧✐♣❝❤✐t③✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✼ s✉✣t ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✺✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s♦✉s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜✐✲❧✐♣❝❤✐t③ ❬❋❛❧✾✼✱ ♣✳✷✹❪ ✿
dimM
(
K˜
)
= dimM
(
K×˜K) ✭✹✳✸✳✶✾✮
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ Ki := K ∩ Ii ❞❡ ✭✹✳✸✳✶✽✮ ♦♥ ❛ q✉❡
K×˜K =
⋃
i j
Ki ×Kj
♣❛r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❚r✐❝♦t ❬❚r✐✽✷❪ ♦♥ ❛ q✉❡ dimM (Ki ×Kj) = dimM (Ki) + dimM (Kj)
❞♦♥❝
❞✐♠M
(
K×˜K) = sup
i j
(dimM Ki + dimM Kj)
P✉✐sq✉❡ A ❡st s②♠étr✐q✉❡✱ s✐ i j ❛❧♦rs j  i✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s φj,i : Ki → Kj ✱
φi,j : Kj → Ki s♦♥t ❧✐♣s❝❤✐t③ dimM Ki = dimM Kj ✳ ❆✐♥s✐
❞✐♠M
(
K×˜K) = 2 sup
i
(dimM Ki) = 2 dimM K ✭✹✳✸✳✷✵✮
❆✈❡❝ ✭✹✳✸✳✶✾✮ ❝❡❧❛ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✺✳ ❖♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡
❧❡♠♠❡ ✹✳✶✼ ❡st ✈r❛✐✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t w ∈ W ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ρ = (xw+ , ξw) = S˜ (w) ∈ K˜✳ ❉❡
♠ê♠❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦t w′ ∈ W ♦♥ é❝r✐t ρ′ =
(
xw′+ , ξw′
)
∈ K˜✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡
D ◦ S˜−1 (xw+ , ξw) = D (w) = (w+, w−)✱
Φ (ρ) =
(
xw+ , xw−
) ∈ K×˜K.
Φ ❡st ❜✐✲❧✐♣❝❤✐t③ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐∣∣Φ (ρ)− Φ (ρ′)∣∣ ≍ ∣∣ρ− ρ′∣∣
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✸ ❡♥ ρ, ρ′✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ Φ ❡st ❜✐✲❧✐♣❝❤✐t③ s✐∣∣∣xw+ − xw′+∣∣∣+ ∣∣∣xw− − xw′−∣∣∣ ≍ ∣∣∣xw+ − xw′+∣∣∣+ |ξw − ξw′ | ✭✹✳✸✳✷✶✮
✸✳ |Φ (ρ)− Φ (ρ′)| ≍ |ρ− ρ′| ss✐ ✐❧ ❡①✐st❡ C > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ρ, ρ′✱ C−1 |ρ− ρ′| ≤
|Φ (ρ)− Φ (ρ′)| ≤ C |ρ− ρ′|✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✽✻
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ w,w′ ∈ W✳
❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✭✹✳✸✳✷✶✮ ❡st ✈r❛✐❡✳ ❙♦✐t w,w′ ∈ W ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (w−)j =(
w′−
)
j
♣♦✉r −n ≤ j ≤ 0 ♠❛✐s t❡❧s q✉❡ (w−)−n−1 6=
(
w′−
)
−n−1
✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✹✳✸✳✾✮
❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s Iw0,n ✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts xw− , xw′−
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡
✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I(w−)0,n ♠❛✐s s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❞❡✉① s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts I(w−)0,n+1 ❡t
I(w′−)0,n+1
✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐∣∣∣xw− − xw′−∣∣∣ ≍ ∣∣∣I(w−)0,n∣∣∣
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ w,w′ ∈ W ✳ ❉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✹✳✸✳✶✹✮ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s Jw,n ♦♥ ❛ q✉❡ ρ ❡t
ρ′ s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s xw+ × Jw,n ❡t xw′+ × Jw′,n✳
P♦s♦♥s v′ :=
(
w′−, w+
)
. ❆✐♥s✐
|ρ− ρ′| =
∣∣∣(xw+ , ξw)− (xw′+ , ξw′)∣∣∣
≍ ∣∣(xw+ , ξw)− (xw+ , ξv′)∣∣+ ∣∣∣(xw+ , ξv′)− (xw′+ , ξw′)∣∣∣
≍
∣∣∣xw+ − xw′+∣∣∣+ |ξw − ξv′ |
▲❡s ♣♦✐♥ts ξw, ξv′ s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ Jw,n ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ xw+ ∈ K✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❝❛♣t✐✈✐té ❡st ✈ér✐✜é✱ ξw, ξv′ s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉s
❞❛♥s ❞❡✉① s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts Jw,n+1 ❡t Jv′,n+1 ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐
|ξw − ξv′ | ≍ |Jw,n| ✭✹✳✸✳✷✷✮
P❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❜♦r♥é ✭✈♦✐r ❬❋❛❧✾✼✱ ❝❤❛♣✳ ✹❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✮ ♦♥ ❛ q✉❡
∀x, y ∈ Iwn ,
∣∣∣φ′w0,n(x)∣∣∣ ≍ ∣∣∣φ′w0,n(y)∣∣∣ ≍ ∣∣Iw0,n∣∣
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ w, n, x, y✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✭✹✳✸✳✶✮ ❞❡ F ✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ Jw,n é❝r✐t❡ ❡♥ ✭✹✳✸✳✶✹✮ ❡t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❜♦r♥é❡ ♦♥ ❛ q✉❡
|Jw,n| ≍
∣∣∣φ′w−n,0(x)∣∣∣ , ∀x ∈ Iw0 ,
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ w, n, x✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ t♦✉t ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡∣∣∣xw+ − xw′+∣∣∣+ |ξw − ξw′ | ≍ ∣∣∣xw+ − xw′+∣∣∣+ |ξw − ξv′ |
≍
∣∣∣xw+ − xw′+∣∣∣+ |Jw,n|
≍
∣∣∣xw+ − xw′+∣∣∣+ ∣∣∣φ′w−n,0(x)∣∣∣ ; ∀x ∈ Iw0 ,
≍
∣∣∣xw+ − xw′+∣∣∣+ ∣∣∣I(w−)0,n∣∣∣
≍
∣∣∣xw+ − xw′+∣∣∣+ ∣∣∣xw− − xw′−∣∣∣ ,
♦♥ ❛ ♠♦♥tré ✭✹✳✸✳✷✶✮ ❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✼ ❡t ❞♦♥❝ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✺✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✽✼
✹✳✹ ●❛♣ s♣❡❝tr❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✽✳ ●❛♣ s♣❡❝tr❛❧ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲♦rsq✉❡ F ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡✲
♠❡♥t ❝❛♣t✐✈❡ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✵✮✱ ♣♦✉r m ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ Fˆ~ : H
−m (R)→
H−m (R) s❛t✐s❢❛✐t✱ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ~ց 0 ✿
rs
(
Fˆ~
)
≤
√
θ∞ + o (1) ✭✹✳✹✳✶✮
❛✈❡❝
log θ∞ := lim
n→∞
(
sup
x,w
1
n
(2V + J)w0,n (x)
)
✭✹✳✹✳✷✮
♦ù✱ ♣♦✉r t♦✉t w0,n ∈ Wn✱
(2V + J)w0,n (x) :=
n−1∑
k=0
2V (φwk,n (x))+ J (φwk,n (x))
❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛ ❞❡ 2V+J ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à w0,n✱ ❛✈❡❝ V = V −J
❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢✳
❘❡♠❛rq✉❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❣❛♣ s♣❡❝tr❛❧✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✾✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡
log θ∞ = sup
µ∈MT
µ (2V + J) ✭✹✳✹✳✸✮
♦ù MT ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✭❝♦♠♣❛❝t✮ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés s✉r K ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s
s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ T ✳ P♦✉r ✈♦✐r ❝❡❧❛ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
f : I → R ▲✐♣s❤✐t③✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡
lim
n→∞
(
sup
w∈Wn
sup
x∈I
1
n
fw0,n (x)
)
= lim
n→∞
(
sup
x∈K(n)
1
n
n−1∑
k=0
f
(
T k(x)
))
=: µ∞(f)
❡①✐st❡ ❡t ❧✬♦♥ ❛ ❜✐❡♥ µ∞(f ◦ T ) = µ∞(f)✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ s✐ f |K = 0 ❛❧♦rs
µ∞(f) = 0✳ µ∞ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❞é✜♥✐❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
✭µ∞(1) = 1✮ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s✉r K✳ ❖♥ ✈❡✉t à ♣rés❡♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ s✐ µ ∈MT ❛❧♦rs
µ (f) ≤ µ∞ (f) . ✭✹✳✹✳✹✮
P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ s❡ s❡rt ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ µ ✿ ♣♦✉r t♦✉t n
µ (f) =
ˆ
K
1
n
n−1∑
k=0
f ◦ T kdµ
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t n
µ (f) ≤ supx∈K
(
1
n
∑n−1
k=0 f
(T k(x)))
≤ supx∈K(n)
(
1
n
∑n−1
k=0 f
(T k(x)))
à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ n→∞ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ✭✹✳✹✳✹✮✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✽✽
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✵✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✻✱ ♣❛r ❞✉❛❧✐té✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞❡ Fˆ ∗~ s♦♥t
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐ss❡s s✉r R✳ ❖r✱ ♣♦✉r t♦✉t ϕ ∈ C∞ (R)✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ I(
Fˆ ∗n~ ϕ
)
(x) = χ(x)
∑
w∈Wn
e(Vw−Jw)(x)−
i
~
τw(x)ϕ (φw (x))
♦ù✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ f ✱ ♦♥ à ♥♦té fw s❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ w ∈ Wn✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝❛rré ❞❡
(
Fˆ ∗n~ ϕ
)
(x) s✬é❝r✐t ❛❧♦rs
χ2(x)
∑
w,w′∈Wn
e(Vw−Jw)(x)+(Vw′−Jw′ )(x)−
i
~
(τw−τw′ )(x)ϕ (φw′ (x))ϕ (φw (x))
P❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❤❡✉r✐st✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ τ ❡st ✑❣é♥ér✐q✉❡✑✱
♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛✉① ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❡st r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♦s✲
❝✐❧❧❛♥t❡ q✉❛♥❞ ~ց 0✱ s✬❛♥♥✉❧❡♥t ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❙✐ ❝❡❧❛ ❡st ✈r❛✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ s✉r I✱ ♣♦✉r n
❣r❛♥❞ ❡t ❧♦rsq✉❡ ~ց 0∣∣∣Fˆ ∗n~ ϕ(x)∣∣∣2 . ∑
w∈Wn
e(2Vw−2Jw)(x) |χ(x)ϕ (φw (x))|2
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t w ∈ W+✱ x ∈ Iw0 ✱ φw0,n (x) → xw ∈ K✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡✱
♣♦✉r n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❧♦rsq✉❡ ~ց 0
∥∥∥Fˆ ∗n~ ϕ∥∥∥ 1n
L2(R)
.
(
sup
x∈I
|ϕ(x)|2
) 1
n
︸ ︷︷ ︸
→nր∞1
sup
x∈I
( ∑
w∈Wn
e2Vw(x)
) 1
2n
❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✭✹✳✶✳✻✮ ✭✈♦✐r
❛✉ss✐ ❬❋❛❧✾✼✱ t❤♠✳ ✺✳✶❪✮ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ s✉❣❣èr❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡
❞✐✛ér❡♥t❡ s✉r ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✽ ✱
♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✷✶✳ ❬❉▼✾✽❪ ●é♥ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r m ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡
Fˆ~ : H
−m (R)→ H−m (R) s❛t✐s❢❛✐t✱ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ~ց 0 ✿
log rs
(
Fˆ~
)
∼ 1
2
Pr (2V) .
♦ù Pr (.) ❞é♥♦t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✹✳✶✳✻✮ ❡t V = V − J
❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✷✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t à ♣r✐♦r✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡
♣❧✉s ✜♥❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✽✳ P♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝✬❡st ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛s✱ ♦♥ s❡ s❡rt ❞❡
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✹✳✸✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❬❋❛❧✾✼✱ ❝❤❛♣✳ ✺✳✹❪
Pr (f) = max
µ∈MT
(hµ + µ (f)) ✭✹✳✹✳✺✮
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✽✾
❛✈❡❝
hµ = lim
n→∞
− 1
n
∑
w∈Wn
µ
(
Iw0,n
)
logµ
(
Iw0,n
)
❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ µ✳ ❖♥ ❛
Pr (2V) = maxµ∈MT (hµ + µ (2V + J)− µ (J))
= hµ′ − µ′ (J) + µ′ (2V + J)
≤ maxµ∈MT (hµ − µ (J)) + µ′ (2V + J)
≤ Pr (−J) + µ∞ (2V + J)
❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ T ❡st s✉♣♣♦sé❡ ♦✉✈❡rt❡✱ dimH (K) < 1 ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡
✹✳✷✱ q✉❡ Pr (−J) < 0✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♦✉✈❡rts✱
Pr (2V) < log θ∞.
❊♥✜♥✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t✱ ♣❛r ✭✹✳✹✳✺✮✱ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ▲✐♣s❤✐t③ f ❡t g✱ Pr (f + g) ≤
Pr (f) + Pr (g) ♦♥ ❛
1
2
Pr (2V) ≤ Pr (V)
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡✱ s✐ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❡st ✈r❛✐❡✱ ✉♥ ❣❛♣ s♣❡❝tr❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à
❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ePr(V) ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ P❡rr♦♥✲❋r♦❜❡♥✐✉s ❝❧❛ss✐q✉❡ Fˆ ∗0 ✭❝❢✳
r❡♠❛rq✉❡ ✹✳✹✮✳ ❆✉ ♣❛ss❛❣❡ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡
Pr (V) = Pr (V − J) ≤ Pr
(
−J
2
)
+ µ∞
(
V − J
2
)
︸ ︷︷ ︸
= 1
2
log θ∞
❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✾ ❡st ❞♦♥❝ ✈✐❞❡ s✐ Pr
(−J2 ) < 0 ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ dimH K < 12 ✳
■♥✈❡rs❡♠❡♥t ♦♥ ❛ q✉❡ ❬❋❛❧✾✼✱ ❧❡♠♠❡ ✺✳✷❪
Pr (V) = Pr
(
V − J
2
− J
2
)
≥ Pr
(
−J
2
)
+ Vmin − 1
2
Jmax
❡t
1
2
log θ∞ ≤ Vmax − 1
2
Jmin
❞♦♥❝
Pr (V)− 1
2
log θ∞ ≥ Pr
(
−J
2
)
− (Vmax − Vmin)− 1
2
(Jmax − Jmin)
à (Vmax − Vmin) ❡t (Jmax − Jmin) ✜①é✱ s✐ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ Pr
(−J2 ) ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡✱ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✸✳✾ ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥ ✉♥ ❣❛♣ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭❝❢✳ ✜❣✳ ✹✳✼✮✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✾✵
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ Pr♦✜❧ ❞❡ ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ●❛✉ss✲
▼❛②❡r tr♦♥q✉é ❛✉① tr♦✐s ♣r❡♠✐èr❡s ❜r❛♥❝❤❡s ✭❝❢✳ ❡①✳ ✹✳✸✮✳ ~−1 ∈ [250, 300]✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡
✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à Pr (V)✱ ❧❡ ❧♦❣ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r Fˆ ∗0 ✳ ▲❡ ❣❛♣ s♣❡❝tr❛❧ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✽ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡♥
♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡✳ ▲❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ s❡♠❜❧❡ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡
❧é❣èr❡♠❡♥t ❢♦rt❡ ✭tr♦✐s✐è♠❡ ❧✐❣♥❡✮✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳✶✮ ✉♥❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣✐❝
✭❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡✮✳ ■♠❛❣❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❋ré❞ér✐❝ ❋❛✉r❡✳
▲❛ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✽ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✾
♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢❡r♠é❡s✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s à ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❙♦✐t m > 0✱ η > 0 ✭♣❡t✐t✮ ❡t Am (x, ξ) ∈ C∞ (T ∗R) t❡❧ q✉❡ ✿❧❛
Am (x, ξ) :=
Rm
|ξ|m ❢♦r |ξ| > R+ η
:= 1 ❢♦r ξ ≤ R
Am ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡ S
−m
0
(
R2
)
❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡
~ ♥✬❡st ♣❛s ✜①é ❡t ♦♥ ♥♦t❡
Aˆm := ❖♣
w
~ (Am)
▲❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡②❧ ❞❡ Am✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡s
H−m~ (R) := Aˆ
−1
m
(
L2 (R)
)
q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❡♥ t❛♥t q✉❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❛✈❡❝ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ✉s✉❡❧s ♠❛✐s
♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ♥♦r♠❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ~ > 0✳
Fˆ~ : H
−m
~ (R)→ H−m~ (R)
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✾✶
❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ✹ à
Qˆm := AˆmFˆ~Aˆ
−1
m : L
2 (R)→ L2 (R)
❙♦✐t n ∈ N∗✱ ✉♥ t❡♠♣s ✜①é q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐r❛ ❣r❛♥❞ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à
Pˆ (n) := Qˆ∗nm Qˆ
n
m = Aˆ
−1
m Fˆ
∗n
~ Aˆ
2
mFˆ
n
~ Aˆ
−1
m ✭✹✳✹✳✻✮
❖♥ ✐♥✈♦q✉❡ à ♣rés❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊❣♦r♦✈ é♥♦♥❝é ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣❡t✐t ♣❛r❛♠ètr❡ ~✳ ❖♥ s❡ ré❢èr❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ✿
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✸✳ ❊❣♦r♦✈ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❙✐ a ∈ Smµ
(
R2
)
❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
♣r♦♣r❡♠❡♥t s✉♣♣♦rté Aˆ ∈ OPSmµ ❛❧♦rs Fˆ ∗~ AˆFˆ~ ❡st ✉♥ P❉❖ ❞❛♥s OPSmµ ♣r♦♣r❡♠❡♥t
s✉♣♣♦rté✳ ❙♦♥ s②♠❜♦❧❡✱ ♥✉❧ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ T ∗I✱ s✬é❝r✐t
χ2 (x)
∑
i j
e(2V+J)(φj,i(x))a (Fj,i (x, ξ)) ♠♦❞ ~
1−2µSm−1µ
(
R2
)
♦ù V := V − J ❡st ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢✳
●râ❝❡ à ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ❡t ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s P❉❖ ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✹ ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✹✳✹✳✻✮ q✉❡ Pˆ (n) ❡st ✉♥ P❉❖ ❞✬♦r❞r❡ 0 ❡t s♦♥ s②♠❜♦❧❡✱ ♥✉❧ ❡♥
❞❡❤♦rs ❞❡ T ∗I s✬é❝r✐t
P (n) (x, ξ) = χ2 (x)
∑
w∈Wn
e
(2V+J)w0,n
(x)A
2
m
(
Fw0,n (x, ξ)
)
A2m (x, ξ)
+On(~) ✭✹✳✹✳✼✮
♦ùWn ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❡t V˜w0,n(x) ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛
❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢ V˜ = 2ℜV − log |T ′| ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à w0,n✳ ❉❛♥s
✭✹✳✹✳✼✮ ♦♥ ❛ ❢❛✐t ✉s❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛❜ré❣é❡
Fw0,n = Fw0,w1 ◦ . . . ◦ Fwn−1,wn
♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s Fj,i : T
∗
x Ii → T ∗φj,i(x)Ij ✳ ❖♥ ♣♦s❡
log θ(n) := sup
x∈I,w∈W+
1
n
(2V + J)w0,n (x)
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉ s②♠❜♦❧❡ P (n) (x, ξ)✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s Fw0,n (x, ξ) ✿
✹✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✻ s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t ~ ♦♥ ♣❡✉t
❛♣♣r♦①✐♠❡r Aˆ−1m ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣r♦♣r❡♠❡♥t s✉♣♣♦rté ❛✜♥ q✉❡ Qˆm s♦✐t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐t s✉r ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡
❞❡♥s❡ C∞0 (R)✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✾✷
✶✳ ❙✐ (x, ξ) /∈ Z0 = I × [−R,R] ❛❧♦rs✱ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✾✱ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s✬é❧♦✐❣♥❡♥t
❞❡ Z0 ❡t ♦♥ ❛✱
A2m
(
Fw0,n (x, ξ)
)
A2m (x, ξ)
=
A2m
(
Fw0,n (x, ξ)
)
A2m
(
Fw1,n (x, ξ)
) . . . A2 (Fwn−1,n (x, ξ))
A2 (x, ξ)
≤ (κ−2m)n ✭✹✳✹✳✽✮
❛✐♥s✐
P (n) (x, ξ) ≤ (♯Wn) θn(n)
(
κ−2m
)n ≤ (Nθ(n)κ−2m)n
❝❛r ♯Wn ≤ Nn✳
✷✳ ❙✐ (x, ξ) ∈ Z0 ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❝❛♣t✐✈✐té✱ ❛✉ t❡♠♣s 1 ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ❛✉
♣❧✉s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F (x, ξ) r❡st❡ ❞❛♥s Z0✳ P♦✉r ❝❡✉① q✉✐ q✉✐tt❡♥t Z0 ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
❝✐✲❞❡ss✉s ❞♦♥♥❡
A2m(Fw0,n (x,ξ))
A2m(x,ξ)
≤ (κ−2m)n−1 ❡t ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ♦♥ ❛
t♦✉❥♦✉rs
A2m(Fw0,n (x,ξ))
A2m(x,ξ)
≤ 1✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t
P (n) (x, ξ) ≤ θn(n)
(
(♯Wn − 1)
(
κ−2m
)n−1
+ 1
)
≤ θn(n)
((
Nκ−2m
)n
κ2m + 1
)
P♦✉r t♦✉t C > 1✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t m ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ✐❧ ❡①✐st❡ n0 > 0 t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ n0
sup
(x,ξ)
∣∣∣P (n) (x, ξ)∣∣∣ ≤ Cθn(n)
P❛r ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ L2✲❝♦♥t✐♥✉✐té ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✷✮✱ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ~→ 0∥∥∥Pˆ (n)∥∥∥ ≤ Cθn(n) +On (~)
▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦❧❛✐r❡ Qˆnm ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs∥∥∥Qˆnm∥∥∥ ≤ ∥∥∥∣∣∣Qˆnm∣∣∣∥∥∥ =√∥∥∥Pˆ (n)∥∥∥ ≤ (Cθn(n) +On (~))1/2
❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ Qˆm s❛t✐s❢❛✐t à
rs
(
Qˆm
)
≤
∥∥∥Qˆnm∥∥∥1/n ≤ (Cθn(n) +On (~))1/(2n) = C(n)√θ(n) +On (~)
❛✈❡❝ C(n) := C
1
2n →nր∞ 1✳ ❙♦✐t θ∞ := lim supn→∞ θ(n)✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ~→ 0 ♣✉✐s
n→∞ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
rs
(
Qˆm
)
≤
√
θ∞ + o (1)
❝❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✽✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✾✸
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ■❝✐ ~−1 =: ν✳ ❚❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
●❛✉ss✲▼❛②❡r tr♦♥q✉és ❛✉① ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❈♦♠♣❛ré❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✜❣✳✭✹✳✷✮ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ K2 ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0, 5 ❀ ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
❲❡②❧ ✭t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✹✮ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ■♠❛❣❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❚♦❜✐❛s ❲❡✐❝❤✳
✹✳✺ ▲♦✐ ❞❡ ❲❡②❧ ❢r❛❝t❛❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✹✳ ▲♦✐ ❞❡ ❲❡②❧ ❋r❛❝t❛❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❛♥t ❞❛♥s
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ φ : I → I ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t s✐ F ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡♠❡♥t ❝❛♣t✐✈❡
✭❞❡❢✳ ✹✳✶✵✮✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ ♣♦✉r t♦✉t δ > dimH (K) ❧♦rsq✉❡ ~ց 0✱
♯
{
λ~i ∈ ❘❡s
(
Fˆ~
)
|
∣∣∣λ~i ∣∣∣ ≥ ǫ} = O (~−δ) ✭✹✳✺✳✶✮
P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ❝❛r✲
❛❝tér✐s❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✭✹✳✸✳✶✮ ♣rès ❞❡ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ K˜ ⊂ T ∗I✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉✐t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t str✐❝t❡✲
♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❍❡❧❢❡r✲❙❥östr❛♥❞
❬❍❙✽✻❪ ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✹ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ ♣❡✉t êtr❡
✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à K ❞✬✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❧✐ss❡s ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ I✳
✹✳✺✳✶ ❇r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ K˜
❙♦✐t
W− :=
{
(. . . , w−2, w−1, w0) ∈ {1, . . . , N}N ; wℓ  wℓ−1, ∀ℓ ≤ −1
}
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❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉✐t❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✐♥✜♥✐❡s ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ✺✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✺✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ K˜ ⊂ T ∗I ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✹✳✸✳✹✮ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡
❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
K˜ = K˜
⋂
{K × R}
♦ù
K˜ := {(x, ζw (x)) ; x ∈ I, w ∈ W−} ✭✹✳✺✳✷✮
❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ s❡❝t✐♦♥s ❧✐ss❡s ❞❡ T ∗I ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t w ∈ W− ❡t x ∈ Iw0✱
♣❛r
ζw (x) = −
∑
k≥1
(
τ ◦ φw−k,0
)′
(x) ✭✹✳✺✳✸✮
❖♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ w s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ζw ✿ ∀α ∈ N✱ ∃Cα > 0✱
∀w ∈ W−✱ ∀x ∈ I✱ |(∂αx ζw) (x)| ≤ Cα✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t w = (..., w−1, w0) ∈ W− ❡t x ∈ Iw0 ✳ ❙♦✐t R > 0 t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✾✳ ❖♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✹✳✸✳✶✹✮ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s Jw,n s✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡✱
♣♦✉r t♦✉t n ∈ N
F−n
(
φw−n,0(x)× [−R;R]
)
= x× Jw,n(x) ⊂ T ∗I. ✭✹✳✺✳✹✮
P❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s Jw,n(x) ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡♠❜♦îtés ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t
✈❡rs ✉♥ ♣♦✐♥t
ζw(x) =
⋂
n≥0
Jw,n(x)
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✭✹✳✺✳✷✮ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ K ❡t K˜✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ζw ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à
✭✹✳✺✳✸✮ ♦♥ ❝♦♠♣♦s❡ F ✭✹✳✸✳✶✮ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ w✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡
Fnw−n,0 : T
∗
x Iw0 → T ∗φw−n,0 (x)Iwn
ξ 7→ φ′w−n,0(x)−1 ·
(
ξ − ζw−n,0(x)
) ✭✹✳✺✳✺✮
❝❡ q✉✐ ré✈è❧❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥s
ζw−n,0(x) := −
n∑
j=1
φ′w−j,0(x) · τ ′
(
φw−j,0(x)
)
= −
n∑
j=1
(
τ ◦ φw−j,0
)′
(x) ∈ T ∗x I. ✭✹✳✺✳✻✮
♣❛r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ φ : I → I✱ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N∣∣ζw−n,0(x)− ζw−n−k,0(x)∣∣ ≤ θnζmax; ζmax := ∥∥τ ′∥∥∞ θ1− θ , ✭✹✳✺✳✼✮
♠♦♥tr❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡
(
ζw−n,0
)
❧♦rsq✉❡ n ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❉❡ ✭✹✳✺✳✺✮ ♦♥
❛
F−n
(
φw−n,0(x), ξ
)
=
(
x, φ′w−n,0(x) · ξ + ζw−n,0(x)
)
,
✺✳ P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♥♦t❛t✐♦♥s w = (w−|w+) ∈ W ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥ ❛ ✐♥❝❧✉t w0 à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ w− ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ s✉✐t❡✳
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






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
ξ
Rθn
ξ
R
−R
F−n
ζw−n,0
Iw−n
φw−n,0(Iw0)
Iw0 x
Jw,n(x)
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✺ ❡t ❞❡ s❛ ♣r❡✉✈❡✳
❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡
Jw,n(x) ⊆
[
ζw−n,0(x)− θnR ; ζw−n,0(x) + θnR
]
❡t ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ζw(x) = limn→∞ ζw−n,0(x)✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ζw s♦✐t ❧✐ss❡s ❡st ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❈✳✶ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❛♠é❧✐♦r❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❢✉✐t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✾✳ ■❧ ♥♦✉s
s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉✐t❡ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✻✳ P♦✉r t♦✉t x ∈ I ♦♥ ♣♦s❡ K˜(x) = K˜ ∩ T ∗x I✳ ❖♥ ♥♦t❡ dv : T ∗I → R+ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ q✉✐ à t♦✉t (x, ξ) ❛ss♦❝✐❡ dist
(
ξ, K˜(x)
)
✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✑✈❡rt✐❝❛❧❡✑ ❞❡ ξ à
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ K˜✳ P♦✉r t♦✉t i✱ ♣♦✉r t♦✉t (x, ξ) ∈ T ∗Ii ❡t ♣♦✉r t♦✉t j t❡❧ q✉❡ i j✱
dv ◦ Fj,i (x, ξ) ≥ θ−1dv (x, ξ)
▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ K˜ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s
❞❡ F ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t x ∈ Ii✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✺✱ K˜(x) = {(x, ζw(x)) ;w ∈ W−}✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
dv (x, ξ) = inf
w∈W−
|ξ − ζw(x)|
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❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ (x′, ξ′) = Fj,i (x, ξ) ❛❧♦rs✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✹✳✸✳✶✮ ❡t ✭✹✳✺✳✸✮✱ ♣♦✉r t♦✉t w =
(...w−2, w−1, j) ∈ W− ♦♥ ❛
ξ′ − ζw(x′) = φ′j,i(x)−1
(
ξ − ζRi(w)(x)
)
♦ù Ri : (...w−2, w−1, j) 7→ (...w−2, w−1, j, i) ∈ W−✳ ❆✐♥s✐
inf
w∈W−
∣∣ξ′ − ζw(x′)∣∣ ≥ θ−1 inf
w∈W−
∣∣ξ − ζRi(w)(x)∣∣ ≥ θ−1 infw∈W− |ξ − ζw(x)|
❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳
✹✳✺✳✷ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❋✉✐t❡
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✼✳ ∀1 < κ < θ−1✱ ∀m > 0, 0 ≤ µ < 12 ❀ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐❢ Am,µ ∈ S−mµ
(
R2
)
t❡❧ q✉❡ A−1m,µ ∈ ~−mµSmµ
(
R2
)
❞é❝r♦✐ss❛♥t str✐❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣
❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ F ✿
♣♦✉r t♦✉t (x, ξ) ∈ T ∗Ii✱ s✐ dv(x, ξ) ≥ κ~µ✱ ♣♦✉r t♦✉t j t❡❧ q✉❡ i j✱
Am,µ ◦ Fj,i
Am,µ
(x, ξ) ≤ κ−m, ✭✹✳✺✳✽✮
❡t
Am,µ◦Fj,i
Am,µ
≤ 1 ♣❛rt♦✉t ❞❛♥s T ∗I✳ ❉❡ ♣❧✉s
Am,µ#A
−1
m,µ − 1 ∈ ~1−2µS−1µ
(
R2
)
✭✹✳✺✳✾✮
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✻✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
(x, ξ) 7→
(
1 +
dv (x, ξ)
~µ
)−m
s❛t✐s❢❛✐t à ✭✹✳✺✳✽✮ ♣♦✉r t♦✉t m > 0 ❛✈❡❝ κ = 1+θ2θ > 1✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ dv ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t
♣❛s ré❣✉❧✐èr❡✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t C−▲✐♣s❝❤✐t③✱ ❛✈❡❝ C ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ζǫ ✭❞✬❛♣rès ✭✸✳✹✳✻✮✮✳ ❖♥ ✈❛ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐s❡r ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s
✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s✳
dv ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r T
∗I ⊂ R2✳ ❖♥ ♥♦t❡ d¯v ✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ dv à R2 t❡❧ q✉❡
d¯v(x, ξ) ≍ |ξ|✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ (x, ξ)✳ ❙♦✐t 0 ≤ f ≤ 1 ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐ss❡ ❞❡ R2 s✉♣♣♦rté❡
❞❛♥s B(0, η) ⊂ R2✱ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ η > 0 ✭η s❡r❛ ❝❤♦✐s✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ 1 < κ < θ−1
❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✮
P♦✉r t♦✉t 0 ≤ µ < 12 ♦♥ ♥♦t❡
fµ (x, ξ) =
1
~2µ ‖f‖L1
f
(
~−µx, ~−µξ
) ∈ S−∞µ (R2)
s✉♣♣♦rté❡ s✉r B(0, η~µ) ❡t ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ L1✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ré❣✉❧❛r✐sé❡
♣❡✉t s❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❝♦♠♠❡
δµ := d¯v ∗ fµ
δµ ❡st ❛❧♦rs ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❛♥s S
1
µ
(
R2
)
❡t ♣♦✉r t♦✉t (x, ξ) ∈ T ∗I
|δµ(x, ξ)− dv(x, ξ)| ≤ Cη~µ
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✾✼
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✽✳ P♦✉r t♦✉t 1 < κ < θ−1✱ ♣♦✉r t♦✉t (x, ξ) ∈ T ∗Ii✱ s✐ dv(x, ξ) ≥ ~µ✱ ❛❧♦rs
♣♦✉r t♦✉t j t❡❧ q✉❡ i j✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ (x′, ξ′) = Fj,i(x, ξ)
δµ
(
x′, ξ′
) ≥ κδµ (x, ξ) ✭✹✳✺✳✶✵✮
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ dv(x, ξ) ≥ ~µ ❛❧♦rs δµ(x, ξ) ≥ (1− Cη) ~µ ❡t ❡♥ ♣r❡♥❞r❛ s♦✐♥ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r
η < C−1✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✻✱
δµ
(
x′, ξ′
)
+ Cη~µ ≥ dv
(
x′, ξ′
) ≥ θ−1dv (x, ξ) ≥ θ−1 (δµ (x, ξ)− Cη~µ)
❆✐♥s✐✱
δµ
(
x′, ξ′
) ≥ θ−1 (1− Cη(1 + θ)) δµ (x, ξ)
❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té✱ s✐ η ❡st ❝❤♦✐s✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ♦♥ ❛ ✭✹✳✺✳✶✵✮✳
❖♥ ❝❤♦✐s✐t ♣♦✉r ✜♥✐r ✉♥ s②♠❜♦❧❡ 0 ≤ χµ ≤ 1 ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ S−∞µ
(
R2
)
✱ é❣❛❧ à 1 s✉r
❧❡ ~µ✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ K ❡t s✉♣♣♦rté s✉r s♦♥ κ~µ✲✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉✐t❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs
êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t
Am,µ := χµ +Ωµ,m (1− χµ) δ−mµ ✭✹✳✺✳✶✶✮
❡t Ωµ,m = O (~µm) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ Ωµ,mδ−mµ ≤ 1 ❧♦rsq✉❡ dv (x, ξ) ≥
~µ✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ 0 < Am,µ ≤ 1 ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ S−mµ
(
R2
)
❡t s♦♥ ✐♥✈❡rs❡
❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ~−µmSmµ
(
R2
)
✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ tr♦✐s ❝❛s ❞❛♥s T ∗I ✿
✶✳ ❙✐ dv (x, ξ) ≤ ~µ✱ ❛❧♦rs ❝❧❛✐r❡♠❡♥t Am,µ(x
′,ξ′)
Am,µ(x,ξ)
≤ 1.
✷✳ ❙✐ ~µ < dv (x, ξ) ≤ κ~µ✱ ❞❡ ✭✹✳✺✳✶✵✮ ❡t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ χµ✱ χµ (x′, ξ′) = 0✳ ❉❡
✭✹✳✺✳✶✶✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t
Am,µ (x, ξ)−Am,µ (x′, ξ′) ≥ χµ (x, ξ) + Ωµ,m (1− χµ (x, ξ)− κ−m) δ−mµ (x, ξ)
≥ 1− κ−mΩµ,mδ−mµ (x, ξ)︸ ︷︷ ︸
≤1
❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs
Am,µ(x′,ξ′)
Am,µ(x,ξ)
≤ 1.
✸✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ dv (x, ξ) ≥ κ~µ ❛❧♦rs ♣❛r ✭✹✳✺✳✶✵✮ ❡t ✭✹✳✺✳✶✶✮✱
Am,µ (x
′, ξ′)
Am,µ (x, ξ)
≤ κ−m.
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✼ ❡t ♠♦♥tr❡r ✭✹✳✺✳✾✮ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ▼♦②❛❧ ❬❉❙✾✾❪ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉✐t❡✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✾✽
✹✳✺✳✸ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❝✉t✲♦✛ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶ ♦♥ ❛ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ét❡♥❞r❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt Fˆ : C∞I (R) →
C∞I (R) ❡♥ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r Fˆχ := Fˆ χˆ : C∞0 (R) → C∞0 (R) à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝✉t✲♦✛
❛r❜✐tr❛✐r❡ χ ∈ C∞I (R) é❣❛❧❡ à 1 s✉r K✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡②❧ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ K✳
❙♦✐tK~µ ❧❡ ~
µ✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡K✳ P♦✉r t♦✉t 0 < µ < 12 ✱K~µ ⊂ φ (I) ♣♦✉r ~ s✉✣s❛♠♠❡♥t
♣❡t✐t✳ ❉❡ ♣❧✉s
K~µ ⋐ T (K~µ) ⊂ I
❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ χµ s✉♣♣♦rté❡ s✉r T (K~µ) ❡t é❣❛❧❡ à 1 s✉r K~µ ✳ ❊♥
t❛♥t q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r R2
χ˜µ : (x, ξ) 7→ χµ(x) ✭✹✳✺✳✶✷✮
❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ S0µ
(
R2
)
✳ ❖♥ ♥♦t❡ χˆµ := ❖♣
w
~ (χ˜µ) ∈ OPS0µ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r χµ ❡t ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ à
Fˆ~,µ := Fˆ χˆµ : C∞0 (R)→ C∞0 (R) ✭✹✳✺✳✶✸✮
▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ Fˆ~,µ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ Fˆ ❝❛r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦♣r❡s
s♦♥t s✉♣♣♦rté❡s s✉r K ✭❝❢✳ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✻✮✳
✹✳✺✳✹ ❈♦♠♣t❛❣❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s
●râ❝❡ à ✭✹✳✺✳✾✮ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❬❊❩✵✸✱ ♣✳ ✻✼❪ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ✐♥✈❡rs❡
♣♦✉r ❖♣w~ (Am,µ) ❞♦♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st A
−1
m,µ✳ P✉✐sq✉❡ Am,µ ❡st ❞✬♦r❞r❡ m✱ ♣♦✉r
t♦✉t ~ > 0✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
H−mµ := ❖♣w~ (Am,µ)−1
(
L2 (R)
)
✭✹✳✺✳✶✹✮
s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❤ér✐té ❞❡ L2 ❡t ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❡♥ t❡♥❞ q✉❡
s♦✉s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❛✈❡❝ H−m (R)✱ ♠❛✐s ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ~ ❡t µ✳ ❉❛♥s
❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ é❝r✐t
Aˆm,µ := ❖♣
w
~ (Am,µ) ∈ OPS−mµ
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✷ ❝❡ ré❞✉✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥ ✿
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✾✳ ■❧ ❡①✐st❡ C > 0✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ 0 ≤ µ < 12 ✱ m s✉✣s❛♠♠❡♥t
❣r❛♥❞s✱ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ~ց 0
♯
{
λ~i ∈ σ
(
Fˆ~,µ|H−mµ
)
|
∣∣∣λ~i ∣∣∣ > ǫ} ≤ 12π~Leb{K˜C~µ} (1 + o(1)) , ✭✹✳✺✳✶✺✮
♦ù K˜C~µ ❞é♥♦t❡ ❧❡ C~
µ✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ K˜ ❡t Fˆ~,µ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ❡♥
✭✹✳✺✳✶✸✮✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✾✾
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ Fˆ~,µ|H−mµ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ Fˆ ✱
❝❡ ❞❡r♥✐❡r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ µ ♦✉ m✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✶ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡
▼✐♥❦♦✇s❦✐✱ ❞♦♥♥❡
Leb
{
K˜C~µ
}
= O
(
~µcodimM (K)
)
P✉✐sq✉❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ✭✹✳✺✳✶✺✮ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ µ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ♣♦✉r m ❛ss❡③
❣r❛♥❞ ❡t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ~ց 0 ✿
♯
{
λ
(j)
i ∈ σ
(
Fˆ~|H−mµ
)
|
∣∣∣λ(j)i ∣∣∣ > ǫ} = O (~− 12 dimM (K)+0)
❆✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✺✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❝❛♣t✐✈✐té ❞❡ F ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✷✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✾✮✳ Fˆ~,µ|H−mµ ❡st ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t
à
Qˆm,µ := Aˆm,µFˆ~,µAˆ
−1
m,µ : L
2 (R)→ L2 (R) . ✭✹✳✺✳✶✻✮
✭♠♦❞✉❧♦ ❧❛ s✉❜t✐❧✐té t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r r❡♥❞r❡ Aˆ−1m,µ ♣r♦♣r❡♠❡♥t s✉♣♣♦rté✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❛❧♦rs
Pˆµ := Qˆ
∗
m,µQˆm,µ = Aˆ
−1
m,µFˆ
∗
~,µAˆ
2
m,µFˆ~,µAˆ
−1
m,µ. ✭✹✳✺✳✶✼✮
P❛r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❊❣♦r♦✈ ✭❧❡♠♠❡s ✷✳✹ ❡t ✹✳✷✸✮✱ Pˆµ ∈ OPS0µ ❡t s♦♥
s②♠❜♦❧❡✱ ♥✉❧ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ T ∗I✱ s✬é❝r✐t ✻
Pµ (x, ξ) = χ
2 (x)
∑
i j
eV˜(φj,i(x))
A2m,µ (Fj,i (x, ξ))
A2m,µ (x, ξ)
+O (~1−2µ) .
❉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✼✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ Pµ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥
Pµ = kµ + rµ
❛✈❡❝ kµ, rµ ∈ S0µ
(
R2
)
ré❡❧s ❡t kµ s✉♣♣♦rté s✉r KC~µ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡
C > 1✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✼ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♦✉tr❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r rµ t✳q✳
‖rµ‖∞ ≤ NemaxI V˜(x)︸ ︷︷ ︸
=:C
κ−2m +O (~1−2µ) .
❊♥ ♥♦t❛♥t kˆµ := ❖♣
w
~ (kµ) ❧❡ P❉❖ à tr❛❝❡ ❛ss♦❝✐é à kµ✱ ❧❛ L
2−❝♦♥t✐♥✉✐té ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✷✮
♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s♣♦s❡r ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
Pˆµ = kˆµ︸︷︷︸
compact
+ rˆµ︸︷︷︸
borne´
, ‖rˆµ‖ ≤ Cκ−2m +O
(
~1−2µ
)
✻✳ ❯♥ s✉❜t✐❧✐té s✉❜s✐st❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ A−1m,µ s♦✐t ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ~
−µmSmµ
(
R2
)
❡t ♥♦♥ Smµ
(
R2
)
✳ ❊♥ ♣r✐♥❝✐♣❡
❝❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t ❝ré❡r ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬❡rr❡✉r ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ Pˆµ✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❡♥ é❝r✐✈❛♥t
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊❣♦r♦✈ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡♥ ❡st
r✐❡♥✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✶✵✵
❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs r❡st❛♥ts ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥ts✳ ❉✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✼ é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✭▲♦✐
❞❡ ❲❡②❧✮
♯
{
λ
(j)
i,µ ∈ σ
(
kˆµ
)
|
∣∣∣λ(j)i,µ∣∣∣ > ǫ} ≤ 12π~▲❡❜ {KC~µ} (1 + o(1)) . ✭✹✳✺✳✶✽✮
P❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✭❧❡♠♠❡ ❆✳✷ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡✮✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ǫ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡✱ ♣♦✉r m s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ❡t ~ > 0 s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ✭✹✳✺✳✶✽✮ r❡st❡ ✈r❛✐ s✐ ❧✬♦♥
r❡♠♣❧❛❝❡ kˆµ ♣❛r Pˆµ✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✳✶✽✮ s❡ tr❛♥s♣♦s❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs
s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞❡ Qˆm,µ✳ ▲❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❆✳✹ é♥♦♥❝é ❡♥ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡ rés✉❧t❛t
❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Qˆm,µ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡ ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
✹✳✻ ❘❡♠❛rq✉❡s ❞✐✈❡rs❡s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❝❡rt❛✐♥s q✉❡st✐♦♥♥❡♠❡♥t s♦✉❧❡✈és ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❢❡r♠é
❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳
✹✳✻✳✶ ❙✉r ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s
■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s
❞é❝r♦✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ r❛②♦♥ ❥✉sq✉✬à s✬❛♥♥✉❧❡r ❡♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❣❛♣ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
✲✈♦✐r ✜❣✳✭✹✳✼✮✳ P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♦♥ r❡♣r♦❞✉✐t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✽ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉✐t❡ Am,µ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝✉t✲♦✛ χµ ❝♦♥str✉✐t❡s
à ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡②❧ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✼ ❡t ❡q✳✭✹✳✺✳✶✷✮✮✳ ▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥
❞❡ Fˆ~,µ := Fˆ~χµ ❛✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ✹✳✺✳✶✹ ❡st ✉♥✐t❛✐r❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
L2✲❝♦♥t✐♥✉ Qˆm,µ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✹✳✺✳✶✻✮✳ P♦✉r t♦✉t n✱ Pˆ
(n)
µ :=
(
Qˆ∗m,µ
)n (
Qˆm,µ
)n
❡st ✉♥ P❉❖
❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ OPS0µ ❡t s♦♥ s②♠❜♦❧❡✱ ♥✉❧ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ K~µ × R s✬é❝r✐t
P (n)µ (x, ξ) = χ
2
µ (x)
∑
w∈Wn
e
(2V+J)w0,n
(x)A
2
m,µ
(
Fw0,n (x, ξ)
)
A2m,µ (x, ξ)
+On
(
~1−2µ
)
❛✈❡❝ V = V −J ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡✛❡❝t✐❢✳ ❉❡ ♣❛rt ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢✉✐t❡✱ ❤♦rs ❞✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡ K˜C~µ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢✱ ❝❡ s②♠❜♦❧❡ ❡st ❜♦r♥é ♣❛r
(
Nemax(2V+J)(x)κ−m
)n
✳
P♦✉r m ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❝❡ t❡r♠❡ t❡♥❞s ✈❡rs 0 ❧♦rsq✉❡ nր∞✳ ❉❡♣✉✐s K˜C~µ ✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❝❛♣t✐✈✐té✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛✉ ♣❧✉s ❡st ❝❛♣té❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
P (n)µ (x, ξ) ≤ e(2V+J)w0,n (x)︸ ︷︷ ︸
traj. capte´e
+κm
(
Nemax(2V+J)κ−m
)n
+On
(
~1−2µ
)
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r m, n ❛ss❡③ ❣r❛♥❞s ❡t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ~ ց 0 ✉♥ s❡✉❧ t❡r♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡ s✐❣♥✐✲
✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ Pˆ
(n)
µ ✳ ❙♦✐t µgibbs ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ●✐❜❜s s✉r K ✭❝❢✳r❡♠❛rq✉❡ ✹✳✹✮
❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ −J ✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❞é✈✐❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ T : I → I
s✬é♥♦♥❝❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✶✵✶
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✵✳ ❬❉❑✵✶❪ P♦✉r t♦✉t ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❍ö❧❞❡r ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r K✱ ♣♦✉r t♦✉t δ✱ ❧♦rsq✉❡
nր∞✱
µ
{
x ∈ K|
∣∣∣∣ 1nfn(x)− µgibbs (f)
∣∣∣∣ > δ} ∼ Ce−H(δ)n
♦ù H(δ) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡♥ δ ❡t fn =
∑n−1
k=0 f ◦ T k✳
▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ●✐❜❜s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✈✐❛♥t ♥✬❡st ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉❞r❛✐t ♣❧✉tôt ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t tr♦♣ ❢♦rt❡ ♣♦✉r êtr❡ ✈r❛✐❡✮
❞✉ t②♣❡
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✸✶✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❍ö❧❞❡r ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r K✱ ■❧ ❡①✐st❡ C, n0 > 0 t❡❧
q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ A ⊇ K✱ ♣♦✉r t♦✉t δ > 0✱ s✐ n ≥ n0
▲❡❜
{
x ∈ A|∃w ∈ Wn
∣∣∣∣ 1nfw0,n(x)− µgibbs (f)
∣∣∣∣ > δ} ≤ C · ▲❡❜ (A) e−H(δ)n
❙✐ ❝❡❧❛ ❡st ✈r❛✐ ❛❧♦rs ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ T ∗R t❡❧s q✉❡
P (n)µ (x, ξ) ≥ C ′ exp (nµgibbs (2V + J))
s❡r❛✐t ❜♦r♥é ♣❛r
C · ▲❡❜
(
K˜C~µ
)
e−H(δ)n
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t n = ν log ~log θmin ❀ ♦ù θmin = min
∣∣∣φ′j,i(x)∣∣∣ ❡t ν + µ < 12 ✭t❡♠♣s
❞✬❊r❤❡♥❢❡st✮ ♦♥ ❞é❞✉✐r❛✐t✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♠♦♥tré ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✾
♯
{
λ~i ∈ σ
(
Fˆ~,µ|H−mµ
)
|
∣∣∣λ~i ∣∣∣ > 12µgibbs (2V + J) + δ
}
≤
≤ C
2π~
e−H(δ)n︸ ︷︷ ︸
~
ν
H(δ)
log θmin
Leb
{
K˜C~µ
}
︸ ︷︷ ︸
~µcodimMK˜
(1 + o(1))
❖♥ é♥♦♥❝❡ ❛❧♦rs
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✸✷✳ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❝❛♣t✐✈✐té✱ ♣♦✉r t♦✉t δ > 0✱ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡
~ց 0
♯
{
λ~i ∈ ❘❡sFˆ~ |
∣∣∣λ~i ∣∣∣ > 12µgibbs (2V + J) + δ
}
= O
(
~ν(δ)−0
)
.
♦ù✱ s✐ ♦♥ ♣♦s❡ Hθ := H/ |log θmin|✱
ν(δ) := − dimH K + max
0≤ν≤ 1
2
ν (Hθ(δ)− 2codimHK) .
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ s✐ δ0 ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
1
2Hθ(δ)− codimHK = 0✱ ❛❧♦rs
ν(δ) =
{
− dimH K s✐ δ ≤ δ0
1
2Hθ(δ)− 1 s✐♥♦♥✳
❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝♦♥♥✉ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉❛♥t✐q✉❡s
❛♠♦rt✐❡s ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✸ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣ré❝é❞❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡✮✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✶✵✷
✹✳✻✳✷ ❙✉r ❧❛ ♠✐♥♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢❡r♠é❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡②❧ ❡st ❡♥
❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✭♦♥ s❡ ré❢èr❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✹ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
✸♣♦✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡t ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❲❡②❧ ❋r❛❝t❛❧❡ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥t❡①t❡s✮✳ ❉❡
♣❧✉s ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❝❛♣t✐✈✐té✱ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✉r ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡
♣❛q✉❡t ❞✬♦♥❞❡s s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❡st q✉❛s✐✲♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❞❛♣té❡s à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❡①♣❧✐q✉❡ ❝❡t ❛r❣✉♠❡♥t✳
▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ Fˆ~,µ ✭❝❢✳ ✭✹✳✺✳✶✸✮✮ ❛✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ✭✹✳✺✳✶✹✮ ❡st ✉♥✐t❛✐r❡♠❡♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r L2✲❝♦♥t✐♥✉ Qˆm,µ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✹✳✺✳✶✻✮✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝♦♥trô❧❡r✱ à ❧❛
❧✐♠✐t❡ s❡♠✐❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 ❞✉ ❝♦♠♠✉t❛t❡✉r[
Qˆ∗m,µ, Qˆm,µ
]
= Qˆ∗m,µQˆm,µ︸ ︷︷ ︸
PDO
− Qˆm,µQˆ∗m,µ︸ ︷︷ ︸
OIF
♦ù
Qˆm,µQˆ
∗
m,µ = Aˆm,µFˆ~,µ
(
Aˆ−1m,µ
)2
Fˆ ∗~,µAˆm,µ
♥✬❡st ♣❛s ✉♥ P❉❖ ♠❛✐s ✉♥ ❖■❋ ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉é❡ F ◦ F−1✳ ❙♦✐t ϕ~q,p ∈
C∞ (R) ✉♥ ♣❛q✉❡t ❞✬♦♥❞❡ ❣❛✉ss✐❡♥ t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✷✳✷✳✺✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
♣❛r s✐♠♣❧✐❝✐té q✉❡ ❧❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s φj,i ❡st ❝♦♥st❛♥t ❡t é❣❛❧ à θ < 1✳ ❖♥ ❛
✭❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❡t à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ~ց 0✮ q✉❡✱ s✐ q ∈ Ii
Qˆ∗m,µQˆm,µ : ϕ
~
q,p →
χ2µ∑
i j
A2m,µ (Fj,i(q, p))
A2m,µ (q, p)
 θϕ~q,p
❙✐ (q, p) ❡st ❤♦rs ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ K˜C~µ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢✱ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛r❡♥t❤ès❡
s♦♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ♣♦✉r m ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞❛♥s
Qˆm,µQˆ
∗
m,µ : ϕ
~
q,p → θχµ ◦ φ−1
∑
(q′,p′)∈F◦F−1(q,p)
A2m,µ (q, p)
Am,µ (q′, p′)Am,µ (F−1 (q, p))
ϕ~q′,p′
❧❡ ♣ré❢❛❝t❡✉r ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡
❝ôté✱ s✉r K˜ ❡t ❣râ❝❡ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❝❛♣t✐✈✐té ✹✳✶✵✱ Qˆm,µQˆ
∗
m,µ s❡ ré❞✉✐t ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ✉♥ P❉❖✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù✱ ♣♦✉r t♦✉t (q, p) ∈ K˜
Qˆm,µQˆ
∗
m,µϕ
~
q,p ≃ θϕ~q,p
❝❛r (q, p) ❡st ❧❡ s❡✉❧ ♣♦✐♥t r❡st❛♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ K˜ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ F ◦ F−1(q, p) ✭♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✹✳✶✹✮ ❡t Am,µ = 1 s✉r K˜✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
Qˆ∗m,µQˆm,µϕ
~
q,p ≃ θϕ~q,p
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ❖❯❱❊❘❚❙ ✶✵✸
▼✐❝r♦❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱
[
Qˆ∗m,µ, Qˆm,µ
]
❡st ❞♦♥❝ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢ ❡t s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♥trô❧❡r ❛✉ss✐ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ tr❛♥✲
s✐t♦✐r❡ ❡t ✐❧ ❡st ♠ê♠❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧❛ s♦✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t❛♥t q✉❡ Am,µ ❡st ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té s❡♠❜❧❡ ♣✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❡t ❡♥ ❛✣✲
♥❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✐❧ r❡st❡ ✉♥ ❡s♣♦✐r ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❡st q✉❛s✐ ♥♦r♠❛❧
❞❛♥s ❞❡ ❜♦♥ ❡s♣❛❝❡s✳ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍✉❛①✐♥ ▲✐♥ ❬▲✐♥✾✼❪✱ ❞é♠♦♥tr❛♥t ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ s❡❧♦♥
❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣r❡sq✉❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡
❝♦♥❝❧✉r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❲❡②❧ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞❛♥s ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✾✳
❆♥♥❡①❡ ❆
▲❡♠♠❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡✱ H ❞é♥♦t❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt sé♣❛r❛❜❧❡ ❡t L(H) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❜♦r♥és ❛❣✐ss❛♥t ❞❛♥s H✳
❆✳✶ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
▲❡♠♠❡ ❆✳✶✳ ❙♦✐t K ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♠♣❛❝t ❡t B ∈ L(H) t✳q✳
rs(B) ≤ ǫ ✭❆✳✶✳✶✮
♦ù rs ❞é♥♦t❡ ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s A := K + B✳ ❆❧♦rs A ∈ L(H) ❛❞♠❡t ❞✉
s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ C\Dǫ, Dǫ := {z ∈ C | |z| ≤ ǫ}✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ✭❆✳✶✳✶✮ ❧❛ rés♦❧✈❡♥t❡ RB(z) := (B − z)−1 ❡①✐st❡ ❡t ❡st
❜♦r♥é❡ ♣♦✉r t♦✉t z ∈ C\Dǫ✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣♦✉r (A − z) ❧♦rsq✉❡
z ∈ C\Dǫ✳ ❖♥ ❛
(A− z) ◦ (B − z)−1 = (B − z +K) ◦RB(z) ✭❆✳✶✳✷✮
= I+K ◦RB(z) = I− f(z) ✭❆✳✶✳✸✮
♦ù f(z) := −K ◦ RB(z)✳ f(z) ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♠♣❛❝t ❡t ❞✬✉♥ ♦♣❡r❛t❡✉r
❜♦r♥é✱ ❞♦♥❝ ❡st ❝♦♠♣❛❝t ♣♦✉r t♦✉t z ∈ C\Dǫ✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ f : C\Dǫ → L(H) ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱
❝❡ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋r❡❞❤♦❧♠ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✭❝❢✳ ❬❘❙✼✷❪ ♣✳ ✷✵✶✮ à s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✿ s♦✐t
(I− f(z))−1 ❡①✐st❡ ♣♦✉r ❛✉❝✉♥ z ∈ C\Dǫ✱ s♦✐t (I− f(z))−1 ❡①✐st❡ ♣♦✉r t♦✉t z ∈ C\Dǫ\S
♦ù S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ C✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ❧❡s rés✐❞✉s ❛✉① ♣ô❧❡s s♦♥t ❞❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐✳ ❖♥ ♣❡✉t é❧✐♠✐♥❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♣✉✐sq✉❡✱ ❝♦♠♠❡ A ❡st ❜♦r♥é✱
(A− z)−1 ❡①✐st❡ ♣♦✉r |z| ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❡t
(I− f(z))−1 = (B − z) ◦ (A− z)−1
P♦s♦♥s C := (B − z)−1 ◦ (1− f(z))−1✳ ♣❛r ✭❆✳✶✳✷✮ ❡t ✭❆✳✶✳✸✮ ✿
(A− z) ◦ C = I ∀ z ∈ C\Dǫ\S
✶✵✹
❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ▲❊▼▼❊❙ ❉✬❆◆❆▲❨❙❊ ❋❖◆❈❚■❖◆◆❊▲▲❊ ✶✵✺
(A − z) ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ✐♥✈❡rs❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❛♥s C\Dǫ\S✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♥ ♣❡✉t
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ✐♥✈❡rs❡ à ❣❛✉❝❤❡ ✿
C ′ ◦ (A− z) = I ∀ z ∈ C\Dǫ\S ′
❆✈❡❝ S ′ ✉♥ ❛✉tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t ✶ ✳ ❆✐♥s✐ RA(z) ❡①✐st❡ ❡t ❡st ❜♦r♥é❡ ♣♦✉r t♦✉t z ∈
Dǫ\C\Dǫ\(S ∪ S ′)✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s A ❛❞♠❡t ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❛♥s C\Dǫ✳
❆✳✷ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t❡s
▲❡♠♠❡ ❆✳✷✳ ❙♦✐t K, R ∈ L (H) ❛✉t♦❛❞❥♦✐♥ts ❛✈❡❝ K ❝♦♠♣❛❝t ❡t ‖R‖ ≤ δ✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
P := K +R.
❞✉ ❧❡♠♠❡ ✭❆✳✶✮✱ ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ P ❡st ❜♦r♥é ♣❛r δ ❡t s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ {λj(P )}j≥0
✭r❡s♣✳ {λj(K)}j≥0✮ ❧❛ s✉✐t❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ P ✭r❡s♣✳ ❞❡ K✮ ❛✈❡❝ ♣♦ss✐✲
❜❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✐♥✜♥✐❡ s✉r ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t j ∈ N✱ s✐ CK :=
2 ‖K‖+ δ✱
λj(K)
2 + CKδ ≥ λj(P )2 ≥ λj(K)2 − CKδ. ✭❆✳✷✳✶✮
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0 ❛ss❡③ ❣r❛♥❞
♯
{
j |λj(P )2 > ǫ+ CKδ
} ≤ ♯{j |λj(K)2 > ǫ} .
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ✑♠✐♥✲♠❛①✑ ❬❘❙✼✷❪
λj (P )
2 = max
Uj⊂H; dimUj=j
min
u∈Uj\0
〈
P 2u, u
〉
‖u‖2
= max
Uj⊂H; dimUj=j
min
u∈Uj\0
‖Ku‖2 + 〈Qu, u〉
‖u‖2 ,
♦ù Q = KR+RK +R2✳ ❆✐♥s✐
λj (P )
2 ≥ max
Uj⊂H; dimUj=j
min
u∈Uj\0
‖Ku‖2
‖u‖2 − ‖Q‖ ≥ λj (K)
2 − CKδ.
▲✬✐♥é❣❛❧✐té ♦♣♣♦sé s❡ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳
❆✳✸ ❱❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♠♣❛❝ts
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (Pν)ν∈N ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♠♣❛❝ts ❛❣✐ss❛♥t ❞❛♥s H. P♦✉r t♦✉t
Pν ♦♥ ♥♦t❡ (λj,ν)j∈N∗ ∈ C ❧❛ s✉✐t❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡
❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✿
|λ1,ν | ≥ |λ2,ν | ≥ ...
❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ❞é✜♥✐t (µj,ν)j∈N∗ ∈ R+✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✐♥❣✉❧✐èr❡s ❞❡ Pν
✲✐✳❡✳ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡
√
P ∗νPν ✳
✶✳ C′ = (1− g(z))−1 ◦ (B − z)−1✱ ❛✈❡❝ g(z) = −RB(z) ◦K✳ ❞♦♥❝ S = S ′ ✐❢ [K,B] = 0✳
❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ▲❊▼▼❊❙ ❉✬❆◆❆▲❨❙❊ ❋❖◆❈❚■❖◆◆❊▲▲❊ ✶✵✻
▲❡♠♠❡ ❆✳✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ N : N → N t✳q✳ N(ν) → ∞ ❡t
µN(ν),ν → 0 ❧♦rsq✉❡ ν ❝r♦ît✳ ❆❧♦rs ∀C > 1, |λ[C·N(ν)],ν | →ν→∞ 0✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ❆✳✹✳ ❙♦✐t N : N → N ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❆✳✸✳ ❙✐ ∀ǫ > 0, ✐❧ ❡①✐st❡
Aǫ ≥ 0 t✳q✳ ∀ν ≥ Aǫ; # { j ∈ N∗ | µj,ν > ǫ} < N(ν), ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t C > 1, ǫ > 0 ✐❧ ❡①✐t❡
BC,ǫ ≥ 0 t✳q✳
∀ν ≥ BC,ǫ; # {j ∈ N∗ | |λj,ν | > ǫ} ≤ [C ·N(ν)]. ✭❆✳✸✳✶✮
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭❉✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❆✳✹✮✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❛♥❣ Aǫ ❛✉ ❞❡❧❛
❞✉q✉❡❧ # {j ∈ N∗ | µj,ν > ǫ} < N(ν) ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ µN(ν),ν →ν→∞ 0✳ ❉✉ ❧❡♠♠❡ ❆✳✸✱
∀C > 1✱ |λ[C·N(ν)],ν | →ν→∞ 0, ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✭❆✳✸✳✶✮✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭❉✉ ❧❡♠♠❡ ❆✳✸✮ ▲❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t ✈❛❧❡✉rs
s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❲❡②❧ ✭❝❢✳ ❬●●❑✵✵❪ ♣✳ ✺✵ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✮ ✿
k∏
j=1
µj,ν ≤
k∏
j=1
|λj,ν | ; ∀k ∈ N∗. ✭❆✳✸✳✷✮
◆♦t♦♥s mj,ν := − log (µj,ν)✱ lj,ν := − log (|λj,ν |) ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r Mk,ν :=
∑k
j=1mj,ν , ❡t
Lk,ν :=
∑k
j=1 lj,ν ✳ ▲❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❲❡②❧ ✭❆✳✸✳✷✮ s✬é❝r✐✈❡♥t ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ✿
Mk,ν ≤ Lk,ν ; ∀k ∈ N∗.
▲❡s s✉✐t❡s (lj,ν)j≥1 ❡t (mj,ν)j≥1 ét❛♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s ♦♥ ❛ ∀k ∈ N∗✱ k · lk,ν ≥ Lk,ν ✱ ❛♥❞ ❢♦r
❛♥② k,K ∈ N∗,
Mk+K,ν ≥ K ·mk,ν . ✭❆✳✸✳✸✮
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ µN(ν),ν → 0 ✭❞♦♥❝ mN(ν),ν → ∞✮ ❧♦rsq✉❡ ν → ∞ ❡t ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ C > 1✳ P❛r ✭❆✳✸✳✸✮ ♦♥ ❛ q✉❡ ✿
M[C·N(ν)],ν ≥ ([C ·N(ν)]−N(ν)) ·mN(ν),ν , ✭❆✳✸✳✹✮
❝♦♠♠❡ l[C·N(ν)],ν ≥ 1[CN(ν)] · L[C·N(ν)],ν ≥ 1[C·N(ν)]M[C·N(ν)],ν ✱ ❞❡ ✭❆✳✸✳✹✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
l[CN(ν)],ν ≥
[C ·N(ν)]−N(ν)
[C ·N(ν)] ·m[CN(ν)],ν . ✭❆✳✸✳✺✮
P✉✐sq✉❡ [C ·N(ν)]−N(ν) > 0 ♣♦✉r ν ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ✭❆✳✸✳✺✮ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳
❆♥♥❡①❡ ❇
❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘✉❡❧❧❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✈❛ ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❘✉❡❧❧❡
Fˆ : ϕ 7→ ϕ ◦ T, ϕ ∈ C∞ (X) ,
❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✈❡ T : X → X t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✶✳✷✳ ❙✉✐✈❛♥t ❋❛✉r❡✲
❘♦②✲❙❥östr❛♥❞ ❬❋❘❙✵✽❪✱ ♦♥ r❡✈✐s✐t❡ ❛✐♥s✐ ✉♥ rés✉❧t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❘✉❡❧❧❡ ❬❘✉❡✽✻❪ ❡♥ ✉t✐❧✲
✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s P❉❖s✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊❣♦r♦✈ é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥t❡r✲
♣rét❡r Fˆ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❖♣ér❛t❡✉r ■♥té❣r❛❧ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭❖■❋✮ ❛ss♦❝✐é ❛ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
N ✲✈❛❧✉é❡ s✉r ❧❡ ❝♦t❛♥❣❡♥t
Fǫ : T
∗
xX → T ∗xǫX
ξ 7→ tDxǫT · ξ ; ǫ = 1, ..., N ✭❇✳✵✳✶✮
♦ù {xǫ}Nǫ=1 = T−1(x) ❞é♥♦t❡ ❧❡sN ❛♥té❝é❞❡♥ts ❞✉ ♣♦✐♥t x ∈ X✳ ❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
❡st très s✐♠♣❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ {ξ = 0} ≃ X ❡st ❧❡ s❡✉❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t q✉✐
s♦✐t ❝♦♠♣❛❝t ✭❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❛♣t✐❢✮✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘✉❡❧❧❡✳
Fˆ s✬ét❡♥❞ ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t à L2 (X,m) =: L2 (X) ❡t s♦♥ ❛❞❥♦✐♥t ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛✲
t❡✉r ❞❡ P❡rr♦♥✲❋r♦❜❡♥✐✉s ✿(
Fˆ ∗ϕ
)
(x) =
∑
y∈T−1{x}
|❞❡tDyT |−1 ϕ(y).
❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ Fˆ s✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s(
Fˆα
)
(ϕ¯) := α
(
Fˆ ∗ϕ
)
; α ∈ D′ (X) ; ϕ ∈ C∞ (X) .
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❇✳✶✳ ❬❚❛②✾✻❛❪ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✱ ♥♦tés H−m (X)✱ m ∈ R ❡t ❞é✜♥✐s
♣❛r ✿
H−m (X) := ❖♣w (Am)
−1 (L2 (X)) , ✭❇✳✵✳✷✮
✶✵✼
❆◆◆❊❳❊ ❇✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉❊ ❘❯❊▲▲❊ ✶✵✽
♦ù ❖♣w := ❖♣w1 ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✷✳✶✳✶✮ ❡t Am ∈ S−m0 (T ∗X) ❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❜♦r♥é ❞✬♦r❞r❡ −m
Am(ξ) = 1 s✐ ‖ξ‖ ≤ 1
= ‖ξ‖−m s✐ ‖ξ‖ ≥ 1 + η ✭❇✳✵✳✸✮
❛✈❡❝ η > 0 ✜①é ♠❛✐s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t ❀ s♦♥t ✭♣❛r P❧❛♥❝❤❡r❡❧✮✱ ❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s ✭♦✉ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✐ m < d✮ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ♥❡ ❝r♦✐ss❡♥t
♣❛s ♣❧✉s ✈✐t❡ q✉❡ ‖ξ‖α , ❛✈❡❝ α < m− d2 ✳ ▼✉♥✐s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡
〈ψ, ϕ〉H−m := 〈❖♣w (Am)ψ,❖♣w (Am)ϕ〉L2
❧❡s ❡s♣❛❝❡s H−m (X) s♦♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t m′ < m✱ H−m
′
(X)
❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡♥s❡ ❞❡ H−m (X)✳
❚❤é♦rè♠❡ ❇✳✷✳ ❬❘✉❡✽✻❪ ∀m✱ Fˆ ❧❛✐ss❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t H−m (X)✳ ❉❡ ♣❧✉s Fˆ |H−m ❡st ❛ s♣❡❝tr❡
❞✐s❝r❡t ❤♦rs ❞✉ ❞✐sq✉❡ ❞❡ r❛②♦♥ rm = λ
−m(N/λd)1/2✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❤♦rs ❞❡ ❝❡
❞✐sq✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ❡s♣❛❝❡s ♣r♦♣r❡s r❡s♣❡❝t✐❢s✱ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ m ❡t ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s
rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❘✉❡❧❧❡ ❞❡ Fˆ ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
Qˆm := ❖♣
w (Am) Fˆ❖♣
w (Am)
−1 .
▼♦♥tr❡r q✉❡ Fˆ ❧❛✐ss❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t H−m (X) r❡✈✐❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ Qˆm ❡st L
2✲❝♦♥t✐♥✉✳ ❖♥
✐♥tr♦❞✉✐t
Pˆ := Qˆ∗mQˆm = ❖♣
w (Am)
−1 Fˆ ∗❖♣w (Am)
2 Fˆ︸ ︷︷ ︸
=:Bˆ
❖♣w (Am)
−1 . ✭❇✳✵✳✹✮
P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❊❣♦r♦✈ ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✶✶✮ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Bˆ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s Pˆ ❡st ✉♥ P❉❖
❞✬♦r❞r❡ −2m✳ P❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❧❡♠♠❡ ✷✳✹✮ Pˆ ❡st ✉♥ P❉❖ ♣♦s✐t✐❢ ❞✬♦r❞r❡ 0 ❞♦♥❝ ❜♦r♥é✳
▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦❧❛✐r❡ ✭❝❢✳ ❬●●❑✵✵❪✮ ❞❡ Qˆm ❞♦♥♥❡
Qˆm = Uˆ
√
Pˆ ,
♦ù Uˆ ❡st ✉♥ ✉♥✐t❛✐r❡✳ Qˆm ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ Pˆ s✬é❝r✐t
P (x, ξ) :=
N∑
ǫ=1
|❞❡tDxǫT |−1
A2m (Fǫ(ξ))
A2m (ξ)
,
❜♦r♥é ♣❛r r2m =
(
N · λ−d)λ−2m ❤♦rs ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ {‖ξ‖ = 1}✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ L2−❝♦♥t✐♥✉✐té
✭❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✳✺✮ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0
Pˆ = kˆǫ + rˆǫ, ✭❇✳✵✳✺✮
♦ù kˆǫ ❡st ❝♦♠♣❛❝t ❡t ‖rˆǫ‖ ≤ r2m+ǫ✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦❧❛✐r❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡
♣♦✉r Qˆm ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t r
2
m ♣❛r rm✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❋❡❞❤♦❧♠ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✭❧❡♠♠❡ ❆✳✶ ✮
❝❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ Qˆm ❡st à s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❡❝tr❛❧ {|z| > rm} .
❆◆◆❊❳❊ ❇✳ ❚❍➱❖❘➮▼❊ ❉❊ ❘❯❊▲▲❊ ✶✵✾
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ s♣❡❝tr❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡m✳ ❙♦✐tm′ < m✱ ❛❧♦rsH−m
′
(X) ❡st ✉♥ s♦✉s
❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡♥s❡ ❞❡ H−m (X)✳ ❙♦✐t ǫ > rm′ ✳ Fˆ |H−m ❡t Fˆ |H−m′ s♦♥t ❛ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ {|z| ≥ ǫ}✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ Fˆ |H−m à H−m′(X) ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝
Fˆ |H−m′ ♦♥ ❛ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡ t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ Fˆ |H−m′ ❡st ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ Fˆ |H−m .
❆♣♣❡❧♦♥s πˆm ❡t πˆm′ ❧❡s ♣r♦❥❡❝t❡✉rs s♣❡❝tr❛✉① ✭❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐✮ ❛ss♦❝✐és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à
Fˆ |H−m ❡t Fˆ |H−m′ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❡❝tr❛❧ {|z| ≥ ǫ}✳ ❖♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
πˆm|H−m′ = πˆm′ .
P♦✉r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ Fˆ |H−m ❞❛♥s {|z| ≥ ǫ} q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡
❞❡ Fˆ |H−m′ ✐❧ ❞♦✐t ❡①✐st❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t ψ ∈ H−m (X) ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ■♠πˆm ❞❡ πˆm ♠❛✐s ❤♦rs ❞❡
■♠πˆm′ ✳ ❈♦♠♠❡ H
−m′ (X) ❡st ❞❡♥s❡ ❞❛♥s H−m (X) ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ φi ∈ H−m′ (X)→
ψ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r φi = ψi+ θi ♦ù ψi ∈ ■♠πˆm′ ❡t θi ∈ ❦❡rπˆm′ ✳ P❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ πˆm
♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r
lim
i→∞
πˆm (φi) = ψ
♠❛✐s ❝♦♠♠❡ πˆm′ ❡t πˆm ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r H
−m′(X) ❝❡❧❛ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡
ψ = lim
i→∞
ψi; ψi ∈ ■♠πˆm′ .
❖r ■♠πˆm′ ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ❞♦♥❝ ψ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s
■♠πˆm′ ✳
❆♥♥❡①❡ ❈
❊st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❞ér✐✈é❡s
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥tr❛❝t❛♥t❡s
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ {φℓ}Nℓ=1 ❞❡ N ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s φℓ : R→ R✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧
❡①✐st❡ θ < 1 t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R✱ ♣♦✉r t♦✉t ℓ✱∣∣∣φ′ℓ (x)∣∣∣ ≤ θ.
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✿
∀α, ∃Cα; ∀x ∈ R,
∣∣∣φ(α)ℓ (x)∣∣∣ ≤ Cα.
❖♥ ♥♦t❡ {1, ..., N}N∗ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✜♥✐❡ w = ℓ1ℓ2...ℓn... ♦ù ℓi ∈
{1, ..., N}✳ ❖♥ é❝r✐r❛ w1,n ❧❛ tr♦♥❝❛t✐♦♥
ℓ1ℓ2...ℓn
❞✉ ♠♦t w à ❧❛ n✲è♠❡ ❧❡ttr❡✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣♦✉r t♦✉t w ∈ {1, ..., N}N∗ ❡t ♣♦✉r t♦✉t n✱ à
❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
φw1,n := φℓ1 ◦ φℓ1 ◦ ... ◦ φℓn : R→ R
❖♥ ✈❛ ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
▲❡♠♠❡ ❈✳✶✳ ∀α, ∃Cα t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦t w ∈ {1, ..., N}N
∗
✱ ♣♦✉r t♦✉t n ❡t ♣♦✉r t♦✉t
x ∈ R✱
∣∣∣φ(α)w1,n (x)∣∣∣ ≤ Cαθn.
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ❈✳✷✳ ❙♦✐t ϕ ∈ C∞0 (R)✳ ∀α, ∃Cα t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦t w ∈ {1, ..., N}N
∗
✱
♣♦✉r t♦✉t n ❡t ♣♦✉r t♦✉t x ∈ R✱
∣∣∣(ϕ ◦ φw1,n)(α) (x)∣∣∣ ≤ Cαθn.
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❢♦rt❡✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ♠♦t w ❡t ♦♥ ♥♦t❡ u
(α)
n
♣♦✉r
∥∥∥φ(α)w1,n∥∥∥
∞
. ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ✈r❛✐ ss✐✱ ∀n, α✱
u(α)n ≤ Cαθn
✶✶✵
❆◆◆❊❳❊ ❈✳ ❊❙❚■▼❆❚■❖◆❙ ❉❊ ❉➱❘■❱➱❊❙ ❉✬❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙ ❈❖◆❚❘❆❈❚❆◆❚❊❙✶✶✶
❛✈❡❝ Cα ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ w✳
P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ u
(1)
n ≤ θn✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t φw1,n+1 = φw1,n ◦ φℓn+1 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
φ
′′
w1,n+1︸ ︷︷ ︸
u
(2)
n+1
= φ
′′
ℓn+1
(
φ
′
w1,n ◦ φℓn+1
)
︸ ︷︷ ︸
θn
+
(
φ
′
ℓn+1
)2
φ
′′
w1,n ◦ φℓn+1︸ ︷︷ ︸
u
(2)
n
❞✬♦ù✱ ♣♦✉r t♦✉t n > 1✱
u
(2)
n+1 ≤ u(2)1 θn + u(2)n θ2 ⇒ u(2)n ≤
u
(2)
1
1− θθ
n−1.
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t C1 = 1 ❡t C2 := max
∥∥∥φ′′ℓ ∥∥∥
∞
/θ(1 − θ) ♦♥ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣♦✉r
α = 1 ❡t 2✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t ♦r❞r❡ ❞❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à α > 2✳ ❖♥
é❝r✐t ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s φw1,n+1 ❝♦♠♠❡ φw1,n ◦ φℓn+1 ✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❋❛❛ ❞✐ ❇r✉♥♦ ✭❬❚r❡✵✾❪
♣✳ ✶✵✾✮ ❞♦♥♥❡
φ(α)w1,n+1︸ ︷︷ ︸
u
(α)
n+1
=
α−1∑
l=1
φ(l)w1,n ◦ φℓn+1︸ ︷︷ ︸
u
(l)
n
∑
r
Cr
(
φ
′
ℓn+1
)r1
...
(
φ
(α)
ℓn+1
)rα︸ ︷︷ ︸
unif. borne´ p.r.a`.{1,...,N}N
∗
+...
...+
θα︷ ︸︸ ︷(
φ
′
ℓn+1
)α u(α)n︷ ︸︸ ︷
φ(α)w1,n ◦ φℓn+1
♦ù ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st ♣r✐s❡ s✉r r ∈ Nα t✳q✳
r1 + ...+ rα = l
❡t
r1 + 2r2 + ...+ αrα = α
P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿
u
(α)
n+1 ≤ C ′αθn + u(α)n θα ≤ C ′αθn + u(α)n θ2
❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
u(α)n ≤
θ−1
1− θ max
{
C ′α,max
∥∥∥φ(α)ℓ ∥∥∥
∞
}
θn =: Cαθ
n
❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳ ▲❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s❡ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❋❛❛ ❞✐ ❇r✉♥♦
à ϕ ◦ φw1,n ❡t ❡♥ ✐♥✈♦q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡✳
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬❆❋✾✶❪ ❘✳ ❆❞❧❡r ❛♥❞ ▲✳ ❋❧❛tt♦✳ ●❡♦❞❡s✐❝ ✢♦✇s✱ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠❛♣s✱ ❛♥❞ s②♠❜♦❧✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s✳
❇✉❧❧✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✭◆✳❙✳✮✱ ✷✺✭✷✮ ✿✷✷✾✕✸✸✹✱ ✶✾✾✶✳
❬❆♥❛✶✵❪ ◆✳ ❆♥❛♥t❤❛r❛♠❛♥✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞❛♠♣❡❞ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ●❡♦♠✳
❋✉♥❝t✳ ❆♥❛❧✳✱ ✷✵✭✸✮ ✿✺✾✸✕✻✷✻✱ ✷✵✶✵✳
❬❆r♥✼✻❪ ❱✳■✳ ❆r♥♦❧❞✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❊❞✳ ▼✐r✳
▼♦s❝♦✉✱ ✶✾✼✻✳
❬❆r♥✶✷❪ ❏✳❋✳ ❆r♥♦❧❞✐✳ ❋r❛❝t❛❧ ✇❡②❧ ❧❛✇ ❢♦r s❦❡✇ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ♠❛♣s✳ ◆♦♥✲
❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✷✺ ✿✶✻✼✶✕✶✻✾✸✱ ✷✵✶✷✳
❬❇❛❧✵✵❪ ❱✳ ❇❛❧❛❞✐✳ P♦s✐t✐✈❡ tr❛♥s❢❡r ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❞❡❝❛② ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❣❛♣♦r❡ ✿
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